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V. 



Nel trattare question! di matematica applicata occorre sovente 
di dover discutere e risolvere equazioni numeriche di grado supe- 
riore al secondo. I procedimenti divers!, indicati dagli ordlnari trat- 
tati d'algebra, per raggiungere questo scopo, non vanno esenti da 
difficoltà, che, se non sembrano gravi quando si considerano le que- 
stion! in astratto e si accenna in massima ai metodi, diventano 
quasi insuperabili quando si deve lottare contro le accidentalità nu- 
meriche che presentano i casi particolari. Cosi prima di poter giun- 
gere alla questione tanto complessa délia separazione délie radici 
reali, converrebbe în générale far procedere la rîcerca eTeliminazione 
tanto délie radici commensurabili, quanto délie uguali, per le quali 
ultime sarebbe necessario il lunghissimo calcolo del massimo comun 
divÂsore; taie lavoro preparatorio poi^dovrebbe farsi mentre in géné- 
rale se ne presentirebbe Tinutilità; g^acchè sarà affatto eccezionale il 
caso di equazioni, riferentisi a problemi di fisica, di meccanica, di co- 
struzioni, ecc, che ammettano radici commensurabili od uguali. AUo 
scopo di sbarazzarsi di tutto questo, si puô in alcuni casi, schi- 
vando qualsiasi difficoltà, rîcorrere ad un metodo speditivo, del quale 
ho fatto notare talune applicazioni in un opuscolo intitolato: 1 ter- 
mini di correzione in alcuni problemi di matematica applicata,"^ al 
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quale rimando il lettore. Pur tuttavia con questo metodo — il quale 
d'altronde non è générale — resta pur sempre insoluto il problema 
délia discussione compléta délia equazione che puô aversi tra mani ; 
ed è nel desiderio di offrire ai cultori délie scienze applicate un li- 
bre brève che pot esse guidare in ricerche siffatte, che io m'accinsi a 
questo lavoro. 

Taie essendo lo scopo prefissomî, è naturale che io dovessi ; — 
pure attingendo idée ail' opéra immortale di Lagrange, che, a mezza 

Ê 

deir equazione ai quadrati délie differenze, considéra il problema 
nella sua generalità e fornisce metodi senza eccezîone in astratto, 
ma di insuperabile lunghezza nei casi pratici; — pur consultando i 
numerosi trattati di algebra complementare, fra î quali ve ne ha cer- 
tamente di eccellenti, ma in cui questa questione délia risoluzione 
délie equazioni è forse mescolata troppo con altre ed occupa un 
posto secondario; — dovessi, dico, rîcorrere sjpecialmente a librî, che 
presentassero questo di caratteristîco, di essere stati fatti da autori 
i quali, studiosi délia matematica applicata, si fossero trovati nella 
nécessita di risolvere equazioni che loro effettivamente portavano in- 
nanzi le questioni pratiche. Di autori siffattî io citera due: New- 
ton e Fourier, i quali entrambi studiarono. i fenomeni délia natura^ 
entrambi risolsero equazioni presentate loro da questo studio, e scris- 
sero per un bisogno realmente sentito; del che portano scôlpita 
l'impronta lé loro opère immortali. — Dunque, non una equazione 
combinata a disegno e proposta come esercizîo per rifare in ordine 
inverso, discutendola, la via già battuta prima nel comporla; ma. 
r equazione colle difficoltà numeriche che puô presentare nei casi 
pratici j ecco il punto di partenza di questo libro : — la discussione 
compléta ed immediata délia medesima con metodi brevi, certî^ 
invariabili; eccone lo scopo. 

È évidente intanto che questo lavoro per sua natura doveva 
precîsamente essere Tantitesi d'una raccolta o d'una, coUezione; do- 
veva, anzichè esporre tutto quanto si è fatto riguardo al soggetto 
trattato e mostrare una erudizione inopportuna qui, essere piuttosto 
la scelta fra ciô che si è fatto di quanto venisse gîudicato strettâ- 
mente necessarîo allô scopo, collegandolo in un insieme brève, le 
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cui part! armonizzassero fra loro, nel quale si coni:iliassero assoluto 
• rigore matematico nella trattazione délia materia , semplicità nelle 
dimostrazioni y chiarezza nei metodi, applicabilità immediata dei 
mèdesimi, e non si perdesse di vista giammai lo scopo aritmetico 
prefisso. — Ed è quanto ho tetitato di fare. 

A parte l'indirizzo pratico di questo lavoro e il metodo se- 
gulto, rispetto ai quali confido ognuno vorrà considerare il mede- 
simo corne originale, — quanto possa trovarvisi di assolutamente 
nuovo potrà awertire solamente quel lettore, che ponga a con- 
fronto il lavoro medesimo con altri che trattino di questo sog- 
gctto. Senza intendere di esporre al rigfuardo le mie pretese, le 
quali potrebbero forse sembrare eccessive, mi permetterô di notare 
neir indice générale seguente con un asterisco quelle parti, suUe quali 
chiamo specialmente Tattenzione del lettore, e mi permetto qui in 
via sintetica di accennare ai punti fondamentali del libro, e cioè : 

— al concetto di limitazione per la radice, che compare già nella 
deiîtiizione e che accompagna in tutta Topera; — alla regola newto- 
niana sui limiti generali, portata fino aile estreme sue conseguenze; 

— ad una geometria analitica délie curve ad equazione intiera e 
• razionale, la quale, oltre air essere féconda di risultati per lo scopo 

prefisso, è base allô studio délie leggi dei fenomeni naturali; giac- 
chè essa si occupa di quelle curve speciali, le quali bene spesso 
s'incontrano nello studio medesimo, e per altra parte non sono di 
proposito trattate nella geometria analitica ordinaria, che si aggira 
quasi esclusivamente suUe coniche; — al metodo délia separazione 
délie radici e a quello deir isolamento ; — alla equazione ausiliaria 
proposta pel caso eccezionale délie radici uguali. 

Il çumero dei teoremi in questo lavoro è ristretto a quelli 
puramente necessarii; talchè sulle prime a taluno potrà recar sor« 
presa la mancanz^ di alcuni di*essi, che entrano convenzionalmente 
nei trattati d' algebra complementare ; i procedimenti aritmetici sono 
in quella vece largamente trattati e discussi; è dato vasto campo 
agli algoritmi; trovansi agevolate e dirette le operazioni ; . per si- 
stema pochissimo resta affidato alla memoria, tutto allô spirito del 
metodo. Pare quasi inutile lo accennare che quanto questo lavoro 
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è sobrio nella teoria, altrettanto è diffuso nelie appliçazioni; delle 
quali S! troverà in esso maggior numéro di quanto a prima vista 
potrebbesi giudicare dalla sua mole. Per rendere più interessanti le 
medesime si sono scelte bene spesso in • guisa, che servissero non 
solo ad illustrazione, ma valessero eziandio a complemento delle re- 
gole esposte, offrissero qualche nuovo punto di vista, conducessero a 
qualche risultato spéciale. Nasce da ciô che maie si argomenterebbe 
di raggiungere lo scopo del libro, — di rendersi cioè famigliari i pre- 
cetti esposti, e farsi una abitudine di essi, — chi, impensierito dal- 
Tentità e dalla copia dei càmputi, non tenesse dietro aile appli- 
çazioni numeriche, non le sviluppasse accuratamente, non complé- 
tasse quelle parti delle medesime solamente accennate nel testo, e 
non tracciasse le linee, di cui il testo non indica se non il modo d^ 
costruzîone. Certo — ed è bene che lo studioso lo sappia sin da 
principio — affinchè egli possa ritrarre da questo libro X utilità che 
io me ne riprometto, non bastano la lettura e la meditazione, è ne- 
cessario eziandio il lavoro tanto aritmetico, quanto graôco; ma 
del resto, superata questa fatica^ egli possédera appieno il metodo 
di discussione, scopo precipuo deir opéra, e si sarà poi assai fami- 
gliarizzato col metodo delle costruzioni grafiche, di cui si fa oggi 
tanto uso, e tanto utilmente, nello studio delle scienze naturali per 
rappresentare i fenomeni e dedurne le leggi. 

Desidero d'aver fatto un libro utile e nel quale non manchi 
affatto quello spirito aritmetico, che tanto distingue le opère dei no- 
stri maestri e in forza del quale le verità matematiche passano dalla 
regione elevata délia teoria al campo fecondo ^ella pratica. Questa 
è Tunica mia ambizione; e se sarô riuscito nel mio intento, e se 
quest' opéra verra giudicata degna di favorevole accoglienza, proverô 
un conforto più che sufficiente alla' gravissîma fatica durata. 

Aprile 1876. 

G. PONCINI. 



ARGOMENTI PRINCIPALI 



TRATTATI IN QUESTO LIBRO. 



CAPITOLO PRIMO. 

Polinomio, ciaschedun termine del quale è il prodotto di un nu- 
méro intiero o frazionario per una potenza intiera e positiva di 
una stessa lettera x, 

Sostituzione nel polinomio précédente di un numéro reale o.com- 
plesso alla lettera x; -L. n polinomio dicesi funzione intiera e ra- 
zionale délia lettera x, ed indicasi con 

Rîsultati /(a) ed /{x-j-If), nei quali or è un numéro ed H una 
lettera: derivate 

Differenza /(a + /T) — /(a) nel caso di //' piccolissimo. 
*Legge-di continuità per la funzione/(^). 

CAPITOLO . SECONDO. 

Alcune sostituzioni, fatte nel capitolo précédente/ porgono Toppor- 
tunità di definire la condizione 

/{x)=0; 

ossia r equazione numerica intiera e razionale ad una incognita, 

Fra i casi particolari di numeri, che soddisfano alla condizione pré- 
cédente, si considéra quello dei due numeri complessi coniugati 
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Si dimostra il teorema fondamentale relative ai risultati ottenuti colla 
sostituzione di due numeri diversi ^à x in /(jp). 

Si studia il caso di una equazione di grado impari e quello d'una 
equaziône di grado pari con ultitno coefficiente negativo. 

I 

* Si discute l' equazione 

x^ — 2 X — 5 = o: 

si prova che essa ha una sola radice positiva ; — si verificano 
diverse limitazioni per la medesima. 

* Numéro reale p che annuUa /(^), ossîa che è radice délia equa- 

zione f{x") = o\ sua misura nella limitazione 

r<p<^. 

*Si riprende T equazione 

x^ — 2x — 5 = 0; 

e si verîficano délie limitazioni pei numeri complessi che la sod- 
disfano. 

* Numeri complessi, fs-\-':i, che annullano / (^), ossia che sono ra- 

diai deir equazione /(^) = o: loro misura nelle limitazioni, i cui 
termini sono: 

s '\-ti , , , SAr Ti , 

Divisibilità d\f{x) per x — p o per x — (^j -|- x /) se p e <j -|- t j* sono 
radici di /(jc) = o, cqme in générale debba intendersi questa 
divisibilità. 

Esempii délia divisibilité précédente, nel caso di radici commensu- 
rabili (reali o complesse). 

Conseguenza délia divisibilità précédente e cioè: corrispondenza fra 
le radici reali 

P» P > t' > • • • 



di/(^) = o e i fattori di V grado 



^ — p, ^ — p', ^ — p",...; 



fra le radici complesse 

. d ± t' /, . . . 
e i fattori di secondo grado 

(jï: — ç)* + T'*, ...: 
numéro dclle radici di f{x) := o, rispetto al grado. 
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CAPITOLO TERZO. 

Nello studio délie radici delPequazione /(;r) = o si puô ammettere 
che essa sia mancante dl radici nulle, 

Basta considerare le radici positive dell' equazione f{x) = o, e di 
una trasformata F [x) = o, îmmediatamentev ottenibile da quella 
per avère tutte le radici di / [x) = o, 

Caso in cui i coefBcienti di/(^) \ïif[x) =o hanno tutti lo stesso 
segno; — T equazione non ha radici positive. 

Caso in cui la successîone dei segni nei coefBcienti di f[x) présenta 
un solo cambiamento (una sola variazione); — T equazione 

ha necessariatnente una ed una sola radice positiva. 

Caso in cui la successione dei segni nei coefficienti di f[x) présenta 
più cambiamenti (più variazioni); — T equazione /(^)s=o pu6 
avère radici positive, ma in numéro non maggiore dei numéro 
dei cambiamenti di segho (regola di Descartes). 

Esistono quantisivôgliono numeri come -{- L e — L', tali che nei- 
Tintervallo { — Z' . . . Z) trovansi comprese tutte le radici reali di 

tali numeri diconsi limiti generaîi délie radici. 

Ricerca d' un numéro L ; — regola dei coefficiente negativo più grande. 

Ricerca dî un numéro Z; — regola dei numeri uguali oppostî ai coef- 
ficienti pegativî di f{x) divisi per la somma dei positivi che pre- 
cedono. ^ 

Ricerca d'un numéro Z; — regola newtoniana. 

* Il numéro -j- Z, ottenuto con una délie due prime regole précè- 
dent! soddisfa alla regola newtoniana, che puô considerarsi come ^ 
il vero teorema pei limiti generalL 

*Modo dî far uso délie tre regole précèdent!. 

Si présenta la nécessita di regole aritmetiche, atte ad agevolare T ap- 
plicazione dei principii esposti. 



lo Argomanti principali trattati in qmsio libro. 



CAPITOLO QUARTO. 

Resto délia divisione di / {x^ per x — a . 

Algoritmo \A\ pel calcolo di/(x). 

*Algoritmo [^J pel calcolo di/(a), /(a'), /(a"),... 

*Algoritaio \A^ pel calcolo di/.j — j- 
^Algoritmo \A^ pel calcolo di/[^], /(— )» •>^(— l-'- 
Algoritmo [5] pel calcolo di /(a), -/'Wi — /"(«)»••• 

X X • ^ 

^- Algoritmo [5J pel calcolo di /f^j, i// f ^ j , -i- /// f ^V . . . 

* Corne r algoritmo [5] relativo ai numeri 

I :.. , . I 
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serva a rendere rapidissimamente' applicabile la regola newto- 
niana deî lîmiti generali: — numerosi esercizii. 

I ' I 

* Come il computo dei numeri /(a); — /' (7.) ; /" (x); . . . 

X X • ^ 

serva al calcolo deî risultati /(a + //"), in cuî H h variabile. 

*Come r osservazione précédente conduca ad' un metodo [ntetodo 
dei tentativi di sosiiiuzione) che serve a serrare ràpidamente Tin- 
tervallo, nel quale è compresaNuna sola radice diy*(^)=o; — 
caso délie equazioni 

^ -[_ jc* -j- 5 jc^ — 2,x^ — SX — 1=0 x^ '\-2 c^ -^ ^x — 71=0. 

* Algoritmo per dedurre i risultati 

dai numeri 

/(«),- /'(a), /"(a),... 

''Puô^ dirsi trattato completamente il caso di una equazione 

f{x) = o, 

la quale ha una sola radice positiva o ima sola negativa; caso 
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che si voile notato in modo spéciale, giacchè s' incontra in molti 
problemi di scienza applicata — esempi: — resta insoluto il 
problema, nel caso di più variazioni nella successione diy(ji;) o 
di F{x), ossia nel caso générale; perciô ^i ricorre alla rappresen- 
tazione grafica del polinomio /{x). 

CAPITOLO QUINTO. 

Il punto rappresentato sul piano per mezzo di coordinate cartesiane, 
— assi — ^, convenzione sui segni dei segmenti rettilinei (fig. i e 2). 

~^ Espressione délia distanza fra due punti situati su parallèle agli 
assi — espressione délia distanza fra due punti comunqué coUo- 
çati sul piano, ecc. (fig. 3, 4, 5). 

CAPITOLO SESTO. 

Il più semplice dei polinomii studiati in questo lavoro, ^^ oc -f- 3,. rap- 
presentato sul piano ; ossia luogo geometrico di equaziçne 

j^z=ax^i (fig. 6). 

* Significato precîso délie due costanti a c 6 nella relazione 

y = ax + 6 (fig. 7). 

Disegno di rette, date le loro equazioni; — equazioni di rette che 
soddisfano a due condizioni; — * punto d' incontro di due 
rette, ecc. (fig. 8, 9, 10). 

CAPITOLO SETTIMO. 

* Punti e seganti del luogo geometrico rappresentato dalla equazione 

j/ = — ^«-|-^_j-2 (fig. II). 

* Punti e sjeganti del luogo rappreseptato dalla equazione 

y=- — -—2x-{.- (fig. 12). 

Punti e seganti del luogo rappresentato dalla equazione 

>' =7 + 7 + ^ — 3 (fig. 13). 
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CAPITOLO OTTAVO. 



Punti e seganti del luogo geometrico rappresentato dalla condizione 
générale 

* Tre punti M\ M, J/" del luogo 

y=f{x), 

non possono, in générale, trovarsi su una medesîma segante^ 
quando le rispettive loro distanze sono abbastanza piccole (fig. 14) 

*Come délie due seganti AP M, MM'' che hanno entrambe in 
comune colla curva il punto M, si passi alla retta detta tangente 
alla curva; — equazione di questa retta (fig. 14^*'). 

*Posizione rîspettîya dell'arco, délia tangente, dell'asse x] — corne 
si raggruppino insieme i dfversi casi possibili; concavità e con- 
vessità^ caratteri analitici corrispondenti (fig. 15, 15"", 16, 16*"). 

Caso particolare délia tangente parallela all'asse x\ massimi e nti- 
nimi, 

'^Caso particolare in cui il punto di tangenza cade suU'asse x. 
Punti di inflessione (fig. 17). 

* Hanno le. medesime ascisse i punti di inflessione délia linea 

y =/W; 

e i punti massimi e minimi delU 

y =/ w 

— conseguenze; — illustrazioni geometriche (fig. 18 e 19). 
Andamento del luogo 
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*Discussione del luogo 

y=. — X*-\-X-\.2: j 
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*Discussione del luogo ^ 

*Discussione del luogo 

*Discussione del luogo 

j' = Y + Y + ^-3. 

*Discussione del luog(> 

^ = 2.5c' — 5^-j-^ — I. 

* Discussione del luogo 

^ = ^ + ^^ + i-A:« — 8:r— I. 

"Discussione del luogo 

•^ 12 2 ' ' 6 12 

*^ Discussione del luogo 

Conclusioni generali; — la reciproca del teorema fondamentale è vera^ 
esclusone un casa solo, ecc. 

Conclusioni relative al problema délia separazione délie radici; — le 
sole costruzioni grafiche non bastano e la risoluzione del pro- 
blema deve cercarsi in esse e nei principii analitici. 

CAPITOLO DECIMO. 

■ 

Affinchè dei due numéro Z. ed Z^ , di cui Z > Z^ , il primo soddisfi 
alla condizione newtoniana dei limiti generali, il secondo no, è 
sufficiente che fra i risultati 

ve ne éa, uno negativo; — con^guenze. 

*Idee fondamentali che servono di punto di partenza alla separa- 
zione délie radici di / (^) =?: o . 

* Separazione délie radici nella equazione 

x^ — 2x — 5=0; 

— metodo délie due iangenti (fig. 20 e 21). 
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* Separazîone délie radici nel^'equazione: 

^3 — x^ '^2X — 3=0 (fig. 22). 

* Separazione délie radici nella equazione 

8^^ — 140:^7=0. 
^Discussione delP equazione 

^* + 3 ^* — 2 jc -|- I = o. 

* Separazione délie radici nella equazione 

^' — 3^* +5* — 2=0 (fig. 23). 
^Discussione délia equazion%| 

2x* — x^-\- $x^ — 7 a; + 2 = G. 

* Separazione délie radici nella equazione 

a® — x^ -{-2x* — 5 X -{- 1=0. 

* Riassunto del metodo seguito negli esempii précèdent! per proce- 

dere alla separazione deMe radici (fig. 24). 

* Isolamento délie radici. 

* Studio délia equazione . . * ^ 

x^ — l 3? + rt« +S = o, 
sotto il punto di vista delP isolamento. 

*Isola4pento délie radici neir equazione 

a;7 _ 2 a,» — 3 ^3 + 4tc« — 5 a; + 6 = o. 



CAKTOLO UNDECIMO. 

* Limite di Newton e limite di Fourier, pa]:ticolari a ciascheduna 

radice (fig. 25, 26, 27, 28). 
*Ricerca di limitazioni successive; e condizioni per TapplicabiKtà 
del metodo d' approssimazione (fig. 29, 30, 31, 32). 

*La radice reale, p, délia equazione 

x^ — 2X — 5=0 
vale 

p = 2, 094 551 481 S... 

* La radice negativa, p, della equazione 

8x^ — 4ii; + 5=û 
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valé 

p = — 1,0472757... 

*La radice positiva p deirequazione 

^ '\-.2x* + a;^ — 9, 1236 a; — 4,5618 = 
vale 

p = I, 438 169 4 . . . 

* L' unica radice rcale p dell' equazione 

3x* — 2x^ -\- S^ — 1 = 
vale 

p = 0,212 286 102 18 . . . 
•* 

^jK.iassutito del metodo di approssimazione. 



CAPtrOtO DECIM09EC0ND0. 

Piscussione délia equazione 

X* + 0,67. a;* — 0,59. a?+'0>ii =0 
Studio délia separazione délie radici pet la equazione 

x^ — 4a^ + 8a;+'4 = o; 
— radici uguali; — equazione ausiliaria 

W [x) = o. 

* Teoffema générale suUe radici uguali ; — separazione ed isolamento 
•in questo caso; — illustrazioni geometriche (fig. 33). 

y^onclusione. 






.' 



LE EQUAZIONI NUMERICHE 



INTIERE E RAZIONALI AD UNA INCOGNITA, 



PONCINI, 



a 



I 



i— 
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Si consideri una somma di termini, ciascheduno dei quali sia 
il prodotto di un numéro reale, intiero o frazionario, di segno de- 
terminato positivo o negativo, per una potenza, ad esponente reale, 
intiero positivo o nullo, di una lettera x; si riuniscano in un solo tutti 
i termini che contengono la lettera x collo stesso esponente, effet- 
tuando le opportune riduzioni sui numeri, coefficient! dei medesimi; 
e si ordini il risultato secondo le potenze discendenti di questa let- 
tera: — si arriva cosi in générale al polinomio: 

V 

/ a:^-{'Ô3cr-' -{-cx'^-^+... +ya;»+ièa; + /; * 

nel quale m (numéro intiero e positivo) è 1' esponente più alto délia 
X (il grado dei polinomio); o, T esponente più basso; ^^, b^ ^j*.-/, 
//, / sono numeri reali intieri o frazionari (i coefficienii dei polinomio). 
Nei casi particolâri, il polinomio formato a questo modo puô man- 
care di alcuni termini cont'enenti potenze délia lettera x intermedie 
tra Pemmesîma e la o, ed allora si dice che esso è incompleto; 
mentre lo si chiama compléta, nel caso in cui tutte le potenze in- 
termedie suddette vî sono contenute. 
Cosi: i.° Sommando i termini 



-j 9^'; — ^'; — T*S. — 2:r*; ix^\ o,2jc; — ^; 
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cîascheduno dei quali uguaglia il prodotto di un numéro reale in- 
tero o frazionarîo per una potenza, ad esponente intiero posîtivo o 
nullo, délia lettera ^, — si ottiene il polinomio 

m 

I 4 

4 7 

dî quinto grado^ giacchè il massimo esponente délia lettera x è 5 ; 
compléta, giacchè in esso- non manca alcuna délie potenze di x in- 
termedie fra la quinta e la o; e in cui i coefficienti sono i numerî 

7; —7; — i; 3; 1.2; 7. 

2.° Sommando î termini 

— 5*^*; 3; — 8jc; x^\ 2^*; 2X\ — 2; 6x 

e facendo le cçnvenienti riduzioni, si ottiene il polinomio ; 

x^ — 3 ;c* -|- I 

di quarto grado, incompleto, i cui coefficienti sono î numeri 

i; —3; I- 

3.® La espressione 

^' — ^^v/J + ^.t: — 3, 

nella quale entrano per coefficienti dei numeri, conie \^ 7: = 
rapporto délia circonferenza al diametro, che sono reali bens), ma 
che non possono essere misurati esàttamente da intieri o da frazioni , 
e debbono venir limitati fra frazioni tanto vicine quanto si vuole — , 
si trasforma in un polinomio délia stessa natura di quello prece- 
dentemente definito; allorquando, per poter far uso praticamente 
délia medesima» è necessario sostituire ai numeri incommensurabili^ 
che essa contiene, valori approssimati espressi con apposite frazioni^ 
a ciascheduna délie quali venga attribuito un segno determinato ed 
unico, togliendo per questa guisa V ambiguità dei doppio segno, che 
per awentura potessero presentare alcuni dei numeri incommensu- 
rabili dati (yT nell' esempio attuale). Cosl T espressione, di cui è 
caso, si tramutfi nell'altra 

^—1,415.;!;» + 3,141. ^—3, 
che è un polinomio délia stessa natura di quello definito, qnando, 
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ricorrendo aile limitazioiii 

— I,4I5< — V'J<— 1,414; 3,141 <-;^<3,i4i2 

si scelgano per y/i (a cui s' attribuisce il segno — ^ e per i: i limîtî 
minori. 

È bene notare qui una cosa, la quale tornerà spesso utile in 
seguito; che cioè puô sempre considerarsi corne completo un poli- . 
nomio c];ie non lo sia, intendendo sostituiti ai termini che mancano 
termini aventi le stesse potenze di x di questi mancanti, e il coeffi- 
ciente ± o. Cosl invece del polinomio incompleto 

^* — 3 ^* + I 
puô scriversi il completo 

x^ ±0.s? — 3 jc» ± o. ;ir 4- I ; 

il doppio segno nei termini aggiunti non porta qui alcuna ambiguità / 
sul valor complessivo del polinomio, giacchè ciascheduuo dei ter- 
mini medesimi è identicamente =0. 

Se, 'nel polinomio precedentemente défini to * 

a or + ^ jc— ' 4- ex'-* + . . . +y *' + /&* + /, 

• 

alla lettera x si sostituisce il numéro rèale a, di segno determinato, 
positivo o négativo, o il numéro complesso P + y' ^' (in cui p e' y' 
hanno segni determinati positivi o negativi), il polinomio medesimo 
trasformasi in un numéro reale o complesso determinàto ed unico; 
giacchè, per quanto si è detto, nessun coefficiente del polinomio ha 
doppio segno, e nelle sostituzioni, di cui è caso, occorrono esclusi- 
vamente moltiplicazioni e somme, le quali conducono a risultati 
unici, di segno determinàto positivo o négativo,' fra cui va annove- 
rato lo zéro, ma non Toc. 
Cosi; u^ Il polinomio 

20^ — 4^* — 2Jc4-i 

nel caso Ai x= — 3; — 2j — i; O; i; 2; 3 si trasforma nei 

numeri 

— 83; —27; —3; i; —3; —3; +13: 

e i risultati di queste sostituzioni possono indicarsi cosi : 

(2a?3— 4a:*— 2^:+ l)_3 = — 83 ' - 

{2 0? — 40:* — 2x-\- 1)0=^ I; CGC. 
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Si trova eziandio: 



u 2 h' 3 

3 2 ' '-4 



(A« — 3^'+^* + 2> = 



= 112 

3 

i8t7 
256 



Parimenti il polinomio ^ + 7jp + 9, per.r= numéro com- 
plejso i -^-i o suo coniugato i — i, si riduce a 14 -[- 9 ^' o al nu- 
méro coniugato 14 — 9 i, 

2.° Dal polinomio 



:v3 — 4 a:* — 72^ — 55 



per 

dal polinomio 

per 

da 

per 

da 



.AT = 1 1 ; 



27.:ç3— 135^*+ 52 



^ = 2:3; 



;i:3 — y X -^6 



x=i; 2; —3; 



per 



^« — 4,5 ^* — 2,5 jf4 + 5 ^« — 22,5 ^ — 12,5 

x = — 0,5 od :r = 5, 



\ 



si ottiene sempre il risultato o: e lo stesso risultato si ottiene ezian- 
dio da 

x^ — 5^«_|.8^ — 6 

per 

^ = 3; I +«'; I— 3f'; 

e da 

^* — 6 ^* -f 13 a:» + 3 ^« — 18 ^ -f 39 

per 

^ = 3—2/; 3+2/; ecc. 
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Il polînomio precedentemente definito, ^z ^"» -j- ^ j»:"» -*-[-... ^ 
che si trasforma in numeri differenti pei differenti valori assegn'ati 
ad X, dicesi una funzione délia lettera x, e pîù precisainente, — 
avuto riguardo alla natura délie potenze di questa lettera contenute 
in esso — , una funzione intiera e razionale délia lettera x. 

Fer indicare poi uno qualsiasi dei polinomii, abbra^ciati tutti 
nella espressîone générale ^ ^^ + ^ ^"* " * -j" • • • » indipendentemente 
dal suo grado, dal numéro dei suoî termiiy, dal valore numerico 
de' suoi coefficient!, si adopera la notazioney(A:) (funzione di x^ leg- . 
gasi effe jc), in cui è detto solo, che il polînomio contiene una certa 
lettera x, alla quale puô attribuirsi quel valore numerico che si vuole 
(o come dicesi anche ùna variabilç ^). 

Il numéro in cui trasformasi /(a:) quando vi si faccia 

a: = a od jc = p -[- y' . ^* 

Indicasi naturalmente con / (x) o / (P -f- y' /): cosicchè, ricorrendo 
ad alcuni esempii precedenti, se è 



si ha 



se è 



si ha 



se è 



si trova 



f[x) = x^ + 7x + 9, 



/(i +/) = i4 + 9^"-. 
f[x)=x^ — ^x^ — y2x— 55, 

/(ii) = o: 

f{x) = x* — lx'-{-x*-{-2. 



/11) = ^ . -. 



Alla, notàzione f[x) si attribuisce per6 un 'valore pârticolare,. 
cioè f(x) si assume a rappresentare un certo polinomip di dato 
gradô, di dati coefficîenti, ecc, sôlamente quando, dovendosi in uno 
stesso calcolo considerare contemporaneamente più polinomii, la preci- 
sione esige che si abbia una notàzione spéciale per ciascheduno di 
essi; cosicchè, îndicatone uno con f{x)^ gli altri debbano. rappresen> 
tarsi con notazioni diverse, come : 

F[x), <f(x), ^{x), ô(;r),... 
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Ad esempîo, designato con/(jir) il polinomio; 

ar€-|--^+-^ — ^ — 2;ir* — 2x — 2 

che équivale a 

(*'+l)(*»-2)(*+l), 

ctascheduilo di questi tre fattori, deve avère una notazione spéciale 
e cosî, per. esempîo, il primo la notazione ç (j^), il secondo la ^j^ (jc), 
il terzo la 6 (^), e si pu6 allora «crivere 

Se nel polinomio incompleto/(x) =/^, dove q è Tesponente 
intiero délia lettera a: e / il coefficiente numerico, si sostituiscono 
alla lettera medesima successivamente il numéro reale positivo o 
negativo a e la somma, %-\- H, di questo numéro reale con una let- 
tera Hj si ottengoiïo i due risultati 

là cui difierenza è 

/'(% + H] -•/ (a) = ^ [(z + H)" - a«] : 

e siccome q è intiero, cosi sviluppando colla formola del binomio 

La legge, secondo la'quale si possono ottenere i numeri che molti- 
plicano le frazioni 

I 1.2 1.2.3 

non è altra cosa se non la legge di formazione dei coefficienti nello 
sviluppo délia potenza del binomio, astrazione fatta dai denomina- 

tori; cosl: il coefficente di — , ossia ^.j^a'"\ si deduce dalla fun- 
zione data 

portando Tesponente q a moltiplicatore del /; diminuendo Tespo- 
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netite délia lettera x di una unità; 

e sostituendo a ad ^ in questo risultato : — il coefficiente di , os- 

sia ^ (^ — ï)•/*'~^ si ottiene allô stesso modo dalla espressione 
trovata dianzi 

portando Vi\q — i) a fattore del coefficiente, abbassando T esponente 
délia lettera di una unità; 

q{q—l).pofi-^ ^ 

e sostituendo a ad jc in questo risultato, — il coefficiente di , 

ossia q{q — i) (^ — 2)./a^~', si ottiene allô stesso modo dalla 
espressione trovata 

portando cioè il [g — 2) a fattore del coefficiente, abbassando T e- 
sponente di x di una unità; 

e sostituendo a ad :r in questo risultato , ecc ; la série fînisce da se 
con un ultimo termine contenente la lettera x coir esponente o. 
^ Cosi se si vuole la differenza che passa fra i risultati ottenuti da 

ponendovi invece di x successivamente i ed \ -\- H, ^\ stabilisca il 
calcolo seguente: 



i^» 



3 3 



\ 3 ;« 3 

i^^A — i 
V 3 > 3 



s 4 1 20 , / 20 -\ 20 



,3 ,3 \ -3 A 3 

3 . — . «'"' = — 20 ;e* I — 20 x* j = — 20 

2-20'.**"*= — 40 a; (— 4oa;)i = — 40 

I . 40 . x' ~' = — 40 ... — 40 ; 
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nel quale a sinistra sono contenute le espressioni général! colla let- 
tera a; e a destra i psultati délia sostituzione deir unità a questa let- 
tera. 

Si deduce quindi tosto: 

s H 20 H* H» 'h^ m 

— 20 .40. 40 



I 



31 3 1.2 1.2.3 1.2.3.4 .1.2.3.4.5 

= ^^ (S H-\- 10 . H* -\- 10 . H* -\- s . H* -\- IP) . 

Se ora si considéra il polinomio /(:r) completo e nelia sua 
espressione più générale 

ciaschedun termine di esso pu6 ritenersi corne un caso partîcolare 
del polinomio incompleto p x!', e pu6 dedursi da questo ponendovi 
successîvamente,- invece di / ciascùn dei numeri a, 6, c, . . . ^ e in- 
vece di ç, ciascheduno degli altri m, m — i, w -^ 2, . . . . 

Perciô la differenza /(x + -^ — /(«) ûguaglia necessariam.ente la 
somma di sviluppi analoghi ad 

+ 7777J-- ? (y— I) (? — 2),/> **-• + .• • 

ed ottenibili da questo a mezzo delle diverse ipotesi, colle quali da 
p x^ si passa ad 



... • 



Hannosi cosi successivamente i rîsultati: 

— ,m .a a*""' A . m (m — i) . a a"*"* 

I '1.2^ ^ 

+ 7777^ • ^ (w — I) [m — 2). a a—» + . . . 

— . ';// — i) . ^ a- -' -I . (m — i)(m — 2) .â a"*-* 

I ' ' I ^2 ^ '^ ' 

+ — — (w — i)(;;/ — 2)(w — 3)^^a— * + ... 
i» ^ • 3 
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H • ^ .... ■ H- 



-. {m — 2) .^-a"*~' -| . {m — 2) (w— 3) . ctT-^ 

'^-TT'^^^^ ~ 2) ('«—3) ('« — 4) <: a"*"' + . . . 



e raccoglîendo i fattori di 



I 1.2* 1.2.3 
si trovano per essi le espressioni 

m .ax"^"^ + (w — i) ^ a**-.'* 
+ (w — 2).^a--;4-..., 
w (w — i) . ^ a"*"' + (^ — l) {m—r 2) , 6 a"* 
^ (w — 2) (w — ^3) . ^a--* + . . . 
m {m — i){m — 2) a a"" * + («^ — i) (w — 2) (w — 3) . ^ a"""* 
+ (m — 2) {m — 3) {m — 4) • ^ a"*"' + • . , 



>~3 



la prima délie quali puô ottenersi, partendo da 

facendo pei* ogni termine dçl medesimo quanto si è fatto precedente- 
mente per passare da, px^ a ç.px^"^; sommando i risultati, il che 
dà 

m.aaT"^ -\- {m — i) . ^ x'^r ^ + (w — 2) . ^ a;- " ' + . . • (*) 

e ponendo poscia in questa espressîone générale învece dî x il nu- 

IP 
mero a; il fattore di si trova effettuando su ciaschedun ter- 

mine dell' espressîone ora otteriuta (*) operazîoni analoghe a quelle, 
per cui da ç.fix^~^ si passava a ç {ç— i) *p x^^'^l sommando i 
risultati, il che dà 

m {m — i) .ax*"'^ -\- (m — i) . (w — 2) ^ a;"* " ' 
e ponendo a invece dî x in questa espressîone générale; — il fattore 
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di si ottiene facendo su ciascun termine del polinomio pre- 

1.2.3 

cedente (**) quanto si fece per passare da q{q — \) .pof^'^ a 

q{q—\){q — 2).px^-\ 
sommando i risultati il che dà 

m{m — i) [m — 2) .^rrc^-'+ {m— i)[m — 2) [m — s) .ixT-^ 
-j. (w — 2) {m — 3) {m — 4) ,car-' + . . . (***) 

e ponendo a in luogo di x in questa espressione; — . cosi di se- 
guito sino alla fine. 

L' espressione générale {*), i cui termini si deducono da quelli 
diy(a:) colla regola enunciata dicesi prima derivata di /"(x) c si 
indica con /' (a;) (leggasi effe prima a?). 

L' espressione (**) i çui termini si deducono da quelli di /' {p^ 
colla regola enunciata [la stessa a mezzo délia quale i termini di 
J^ (a?) deduconsi da quelli di/(a?)] dicesi seconda derivata di f[p^ 
ed indicasi con /" (a?) (leggasi / seconda x), 

L' espressione (***), i cui termini si deducono da quelli di 
y (a?) colla regola enunciata [la stessa a mezzo délia quale i ter- 
mini di /' (a?) deduconsi da quelli di/"(a?)] dicesi terza derivata di 
/(a?) ed indicasi con/"' (a?) [leggasi effe terza a?], ecc, la ennesima de- 
rivata (« è intermedio fra o ed f«), dedotta dalP (« — i)esima colla 
stessa regola a mezzo délia quale/' (a?) deducesi da/(a?), si indica 
con/t*i (a?) [leggasi effe ennesima x\ 

P'erciô la differenza / (a + /T) — / (a) vale 

I^ \ / I I 2^ \ ^' 1.2.3^ ^ ' ' ' 1.2...»-^ ^ ^ ' 

Lo sviluppo contiene evidentemente tanti termini quante sono 
le derivate di /(a?) ; e il numéro di queste è m, giacchè, siccome, 
passando da una derivata alla successiva, il grado si abbassa di 
un^unità, cosi per la derivata emmesima il grado sarà m — m^ 
ossia o, e da questo punto non sarà più possibile continuare il 
<calcolo. 

Cosi se è dato 

/(a?)==a?* a?» + 2 a? — i, 

e si demanda la differenza 

/(2+^-/(2), 
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si ricorre al seguente calcolo: 






/'(x) = 4a:'_iar»+2 . /'(2) = [4aH'-|a!» + 2,)^=28 

/''{a?)'=s= 12 «• — 3 a? /'' (2) = (12 a?* — 3 a?)^ = 42 * 

/"(ar) = 24. /"(2) = ... = 24 

■ 

e si ha quindi: 

H H* H* H* 

.^ ' ' V' I ' 1.2'-^ t.2.'î' ^ 1.2.^, 



3-4 






Se ne^llo sviluppo générale précédente ^ che pub scriversi eosï: 

' 1.2.3 ' ' 1.2.3...;! ' 

w' attribuiscono ad H valori abbastanza piccoli, un termine qualsiasi 
pub diventare tnaggiore délia somma di tutti quelli che lo seguono, 
ossia puô essere soddisfatta la disuguaglianza 

1.2.3... « I 1.2.3 ...(«+ 1) ^ 1.2.3... fA/* 

Infatti, se si indicano rfspettivamente con 

RfXi Rn+ii Rn-hz-»* Rm 

i numeri 

1.2.3...»' I.2.3...(»4-I)'. 1.2.3... (« -]- 2)**** I.2.3.../«^ 

la disuguaglianza, cui si vuole soddisfare, puô scnversi: 

■ » 

Ora se a ciascheduno dei numeri i?nH-i, Rn+tf» Rm^ posîtîvi 
o negàtivi, e in générale diversi fra loro, si sostituisce il maggiore 
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fra essiy R^ e se si dimostrerà che è possibile di soddisfare alla dis- 
uguaglianza modificata da queste sostituzioni, ossia alla 

RnH^> R. H^-^' + R . Hn^^ + . . . + i? . H^, 

sarà provato essere a fortiori possibile di soddisfare alla proposta. 
La disuguaglianza modificata équivale a 

Rn H^ > R ff^+ * (I + H+ //^« + . . . + //'m-n -1), 
ossia a 

I — ffm-n 

RnHn'::^R.Hn + i -—, ^ 

I — Il 

od anche a 

alla quale conviene un valore di H pîù piccolo dcU'unîtà e preci- 
samente 

^ Rn 
"^Rn + R' . 

Infalti per If<Ci i la espressione 



R 



\—H 



' è positiva, e quindi a tanto maggior ragione si soddisferà alFultima 
disuguaglianza, quando si soddisfaccia alla 

R^Hn:>RtI-—, 

• I /7 

da cuî, sopprimendo, H^ 

Cosi, se dato/(a?) = 3;' — 2 ar' -j" * + ^i s' vuole che, nella differenza 

/(3 4-^ --^(3) = 16. ^+7-^ + ^. 

H assuma taie valore da far si, che il termine i6H superi la som- 
ma di tutti quelli che vengono dop<j, ogni numéro minor di 

16 _i6 
7 + i6"~23 
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.1 
è in questo casoj per .esempio — da 

2 



«>i+i 



Dal teorema précédente risulta pertanto che se Hy in générale 
piccolissimo, è minore di 



• 




/ 


W + ^' 


dove i? è il 

■ 


più grande 


dei 1 


nùmeri 




I 


• 

.2 ' 


I.2.3'---' 



jiçlla differenza/(x -f"-^) — /W ^ primo termine H.f (a) supera 
la somma di quelli che vengono dopo ; talchè la differenza istessa 
è un numéro e minore di 2 //y' (a), ossia piccolissimo , giacchè è 
taie H e per sua natura /' (a) è determinato : -r- in conseguenza si 
corrîspondono : una differenza piccolissima H fra due numeri posti 
invece di x ed una piccolissima differenza e fra i due risultati tro- 
vati per y (a?): — in altre parole, se invece di a? si sostituiscono due 
numeri, distinti fra lôro, ma che differiscano meno^di qualunque nu- 
méro assegnabile, per quanto piccolo questo possa pensarsi, sono 
precisamente nello stesso caso i risultati delle due sostituzioni. Po- 
sto questo, si immagini la série dei numeri reali, compresi fra i due 
qualsiansi a ed a' (di cui a >- a'), nella quale possa trovarsi lo Q, 
non r <x, Essa contiene degli intieri, delle frazioni e dei numeri in- 
commensurabili, non mîsurati cioè esattamente ne da intieri ne da fra- 
zioni, ma limitati tra. frazioni tanto vicine quanto si' vuole: ed è 
chiaro che per poter abbracciare tutti i 'termini possibili délia me- 
desima (termini in numéro infinitamente grande), bisogna ammettere 
che fra due vicini qualsiansi non abbia luogo interruzione di sorta, 
che si paçsi cioè dall'uno all'altro in modo continuo, Ûna série sif- 
fatta sarebbe necessaria, ad esempio, quando si richiedessero tutte 
le distanze (in numéro infinitamente grande), aile quali si trova suc- 
cessivamenJte dal suolo il centro di gravita di un corpo che cade, 
considerato in quel tralto di cammino, percorso dalla posîzione 
distante % dal terreno a quella distante* a': a tali distanze inter- 
medie, dair una air altra dcUé quali il detto centro passa in modo 



o 
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continuo e successive, dovrebbero corrispondere nutneri, da^'uno 
aU'altro dei quali si passa pure in modo continuo c successivo; î 
numeri reali tutti insomma compresi fra a ed a'. Ora se si sup- 
pone X uguale successivamente a ciascheduào di questi numeri, ogni 
sostituzione tramutay(a?) in un numéro determinato, unico, distinto 
da ciascheduno di quelli a cui conducono tutte le altre sostituzioni; 
ma perô différente, meno di qualunque quantità assegnabile, da 
quelli ottenuti colle sostituzioni vicine; talchè, abbracciando tutti i 
risultati siffatti si deve dire, che /(a?) si trasforma cosl in una série 
di termini (in numéro infinitamente grande), dall'uno dei quali si 
passa al successivo in modo continuo; Too (segno di indetermina- 
zione) resta quindi di per se escluso da questa série, nella quale puô 
perô figurare lo zéro. In questo consiste quanto chiamasi tegge di 
continuità di / (ar), e suolsi enunciare cosî : variando x in modo con- 
tinuo da CL ad a', /(a?) varia in modo continuo da /(a) ad /"(a'). 
La funzione che si studia dicesi pertanto funzîone continua délia let- 
tera x, 

Siccome questa idea è capitale e costîtuisce il perno, attorno 
al quale s* aggira ci6 che segfue, cosl a coiîipletarla gîova citare qui 
qualche espressione, che contenga la lettera x e dei aumeri, ma 
che non sia soggetta alla legge di continuità. Per esempio 1' -espres- 
sione: 

, I , .1 



X ' X I 

considerando i numeri * compresi fra — i e 2 si vede subito che 
per jr = 

— I, o, I, 2 

essa è 

*/•, indeterminata, indetermînata, 3 ^j%\ 

m 

cosicçhè variando. X in modo continuo da — i a 2, T espressione 
non varia in modo continuo fra ^j% e 3^/2; agli intieri ed i essa 
è indeterminata. — Parimenti T espressione 



V I — ;r* 



per ^ variabile in modo continuo da o a 2, non varid in modo 
continuo, giacchè per ;r= i è indeterminata, per x^i è îmmagî- 
naria, tcc, 

E inutile l'osservare che /'(a;), /*' (or),... sono della stessa na- 
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tura di/(jp)'e quindi vanno soggetti, non meno di questa, alla.lcgge 
di continuità. 

Lo sviluppo 

/(« + ^=/(«) ^-^r (a) +^/" («) + ... 

I . z . . • ^ 

che ha servito per conduire alla legge di continuità, sarà usato co- 
stantemente in seguito; notisi intanto qui che si possono scrivere 
sviluppi analoghi per f (a + H\ /" (a -j- H)^ . . . ; e cioè : 



Sovente poî per brevità invece di 



1.2.3...;! 

si scriverà 

I 



Pn) (a) 



ff 



/(n) (a) . 



[leggasi I diviso fattoriale n in /^**^(a)]. 



PONCXNX. 



CAPITOLO SECONDO 



Fra gli esenipi di sostituzione di un numéro alla lettera x in 
/ W» présentât! al principîo del capitolo précédente, quelli raccolti 
sotto r indicsfzione 2, si riferiscono tutti al caso spéciale, in cul il 
risultato délia sostituzione è zéro. Cosi, ponendo invece di x il nu- 
méro intiero ii, il polinomio 

f[x)~:? — ^:^ — ^2x—t,t, 

diventa 

/(ii)-o; 

suppostp X = numéro complesso i -f- h la funzîone 

/(;r)==;r« — 5A^ + 8;ir— 6 
si trasforma in 

Talchè, se, poste le condizioni 

a?* — 4;r* — ^2x — 55 = 
a;* — 5 ic* + 8 4r — 6 = o, 

venisse ridiiesto quali numeri le verifichinOy si dovrebbe rispon- 
dere che sono nel caso; il numéro reale 11 per la prima, e il nu- 
mero complesso \^i per la seconda. 
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Condizioni siffatte ed altre analoghe, abbracciate tutte nella 
générale: 

chiamanst equazioni numeriche intiere e razionaliad una incognifa x; 
grado délie medesime è il g^ado del polinomio /(x), che costitui- 
sce il loro primo membro: esse diconsi complète od incomplète ^ se- 
condo che è completo od incompleto questo polinomio. Cosi la 
condizione 

/(a;) = a;* — 7a; + 6 = o 

è una equazione algebrica razionale ad una incognita a:, di terzo 
grado, incompleta: soddisfano alla medesima i numeri i: 2; J; giac- 
chè 

/(i)=/(2)=/(D-o: 

— la condizione 

/(a;) = 27 a;« — 135 ic" + 52 = O 

è una equazione algebrica ad una incognita x^ intiera e razionale 

2 

incompleta di terzo grado; la frazione — soddisfa alla medesima, 

giacchè 

/f ij = (27 a;» — 13s x^ + 52)^2 = o: 

— ' la condizione 

/(a:) = ic» — 6a?*+ 13 a;» + 3 a?*— 18 a; + 39 = 

è una equazione algebrica, ad una incognita x^ di quinto grado, in* 
tiera, razionale, compléta: — il numéro complesso 3 + 2 f e il suo 
coniugato 3 — zi soddisfano alla medesima, giacchè 

/(3 + 20=/(3 — 20 = 0. 

È utile osservare qui, che quanto awiene riguardo a quest'ultimo 
polinomio 

/(a:) — ;r» — 6»*+..., 

annuUato si dall'uno che dalPaltro dei due numeri complessi coniu- 
gati 3 + 2 /, 3 — 2 /, ha luogo in générale ; che cioè, se si è veri- 
ficato che uno dei due numeri complessi 
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soddisfa alla condizione 

f{po) =: axf^ -{-i x*^-^ -}-... = 0, 

pu6 dirsi senz'altro che la medesima è soddisfatta anche dalFaltro: 
talchè se, per esempio, risultô 

si concluderà addirittura che è nuUo anche 

/(P-y'O 

e reciprocamente. 

— Infatti, afSnchè sia nuUo 

/(P + y'O. 

è necessario che sia taie lo sviluppo 

ottenuto, applicando ad/(P-["Y'^) ^^ sviluppo dimostrato nel pré- 
cédente capitolô, ed avendo riguardo alla definizione délia unità im- 
maginaria (is = — i), e a quelle operazioni che ne sono la conse- 
guenza. 

Lo sviluppo précédente équivale a* 

j,„_,../i|)+...j+,.j,./:iÊ)_,./_iiaH....|. 

che è un numéro complesso e che non puô essere zéro, se non 
sono separatamente nulle le due parti del medesimo; giacchè è 
assurdo, che la parte reale possa essere distrutta dalla immagi* 
naria. 

Deve essere adunque: 



t 

ossia sottraendo 



■1v'/-^'-r"S® + -i-». 



/(P,_,Y./:ia_,,..ç|>+.Y..^+...=o, 



owero 

/(? — Y*) — 0, c. d. d. 
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È utile notare quanto chiaramente risulta dal processo di cal- 
colo sviluppato or ora, che cioè, se 

P ± y' I 

5ono numeri complessî coniugati, i risultati délie sostituzioni dei 
medesimi in f[x) sono essi pure due numeri complessi coniugati 

P± QL 

È necessario ora, lasciando gli esempi e le verifiche partico- 
lari, salire a considerazioni più général! rispetto a questo stato spe- 
<:iale, o, pel quale puè passarey(a;), quando ad x si sostituiscano 
numeri reali o complessi. 

A ciô conduce il teorema seguente, che è una conseguenza im- 
mediata del principio di continuità, e che puô chiamarsi il teore- 
ma fondamentale: 

— Se dtie numeri reali \ e ^^ posti invece di x in /{x)^ con- 
ducono a due risultati /(k) ed /((x) di segno opposto, fra 1 e [l è 
compreso necessariamente un numéro reaU che annulla f{x)^ ossia 
■che soddisfa alla condizione 

f{x) = o. 

Infatti, per fissare le idée, suppongasi f^) negativo ed / ((x) po- 
.^itivo; se si fa variare x in modo continuo da X a \l^ f[^)i pure 
varia in modo continuo dallo stato negativo /(X) al positivo /(p.); 
il che non potrebbe evidentemente aver luogo se f [x) non passasse 
almeno una volta per zéro ; ossia se V equazione / {x)=^o non fosse 
soddisfatta almeno da uqo dei numeri reali compresi fra X e [a; 
c. d. d. : si è detto poi almeno, poichè evidentemeate / {x) potrebbe 
passare dallo stato negativo / (k) al positivo / ((x) anche annuUan- 
dosi un numéro dispari di volte; come ad esempîo avverrebbe se 
./{x) di negativo che è prima, /(X), diven tasse positivo, poscia ne- 
gativo di nuovo e positivo successivamente , sino a tramutarsï nel 
numéro /"([x); nel quale caso evidentemente i numeri che lo annul- 
lerebbero, compresi fra X e {jl, sarebbero tre; ecc. 

Dal teorema superiore dipendono essenzialmente gli altri due: 

Ogni equazione di grado impari è soddisfatta necessariamente 
•da un numéro reale; 

Ogni equazione di g^ado pari lo è necessariamente da due, 
nel caso in cui il suo ultimo coefficiente sia negativo. 

Alla dimostrazione di queste due proposizioni perô occorre 
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premettere alcune osservazioni. — Si ricorra al procedimento che 
si tenne nel capitola précédente e çhe condusse a concludere, corne 
nello sviluppo 

ordinato seconde le potenze ascendenti délia lettera H ed avente 
per coefficienti i numeri 



. . . , 



Rn^ Rn + lt Rn-^ti 



possa un termine qualsiasi superare la somma di quelli che lo se- 
guono, quando H sia sufficientemente piccolo. 
E évidente, che siffatta conclusione sussiste indipendentemente 
dai valori particolari che nella dimostrazione citata avevano i coef- 
ficienti 

ed è da essa che si puà tosto dedurre, corne nel polinomio 

il termine a cd^, quando ad x si sostituisca un numéro abbastanza 
grande» possa superare la somma degli altri m termini. Infatti, posta 



il polinomio /(at) diventa: 



I 

z 



(i) 






Ora per z = numéro sufficientemente piccolo, a', è, pel teore- 
ma rammentato, 

e quindi 

ossia 

it 6 c k 

e facendo —, = a, 

X. 
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Ma alla condizione, che a' sia un numéro sufEcientemente piccolo, 
corrisponde Paîtra, che a sia sufficientemente grande; dunque è 
vero : ecc. In conseguenza il risultato / (a), ottenuto ponendo un 
numéro sifTatto a invece di x in/(;tr), ha lo stesso segno del primo 
tarmine «a^^jOssia del primo coeflîciente a^ giacchè a è positivo; 
e lo stesso avviene per qualunque altro numéro positivo maggiore 
di a. 
Pongasi ora in / (;r) invece di x un numéro negativo qualsiasi 

— X ; si ha 

Ora quando m è pari^ il primo termine di/( — S), ossîa «S»», ha 
lo stesso segno di ay il secondo — ^S^-* ha segno contrario a ^, 
ecc; ed avviene il contrario se m è dispari. Si deve quindi scri- 
vere, ponendo in evidenza i segni, 

se w è pari, /(_ 8) = -|- (^ Sm_^ Sm-i -j-^Sm-«_ ...) 

se ^ è dispari, / (— X) = ^ (« S»* — * S»»- ^ + c S»*-« — ...). 

dove talunî dei coefficientî possono essere zéro. Indicando con F{x) 
la funzione 

as^ — b 3^-^ -\-c x*^-' — ... , 

è chiaro che, in forza di quanto précède, si pu6 trovare un numéro 
positivo co, abbastanza grande, perché in F{<ù) il primo termine sia 
maggiore délia somma di tutti quelli che seguono, e lo stesso ab- 
bia luogo anche in ciascheduno dei risultati analoghi, ottenuti so- 
stituendo ad x numeri superiori ad &>. Ognuno di siffatti risultati ha 
pcrtanto sempre lo stesso segno; quello del primo termine, «c^, 
ossia quello di a, giacchè cû^ è positivo : e siccome si ha 

/( — iu) = F (w) se ^ è pari, 
cd 

/( — ct)) as — -^ (<«>)# se w è dispari, 

cosi / {x) per x uguàle ad" un numéro negativo — o) e a tutti 1 nu- 
meri minori di questo présentera lo stesso segno di a o segno op- 
posto ad a, secondo che m sarà pari o dispari. 
Si è ora in grado di dimostrare i due teoremi su enunciati. 

— Se / (^) è di grado dispari ed a e — to sono i due numeri, 
che soddisfano alla condizione précédente, /(a) ha il segno ai 
a;/{ — w) segno contrario ad a; ossia /(a) ed /( — a>) sono di 



' 
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segno opposto ; cosicchè fra — o) ed a vi è necessariamente un nu- 
méro reale che annulla/(a;). Se/(a;) è di grado pari ed a e — w 
sono due numeri che soddisfano aile due condizioni précèdent!, /(a) 
ha il segno di «; /{o) ha il segno "di / [ultimo coefficiente în/(j?)]; 
f{ — co) ha il sejgno di a] perciè se / è di segno contrario ad a^ vi 
sono necessariamente due numeri reali fra — ca e 4~ ^ ^^ annul- 
lano /(;r): c. d. d. 

Se si applica quanto précède airequazione di grado dispari 

f{x)^=x^ — 2 a? — 5=0, 

deve dirsi che per la medesima esiste necessariamente un numéro 
reale che la soddisfa, e che, siccome si ha 

/(2) = -i /(3) = + i6, 

cos) pel têorema fondamentale trovasi nel caso un numéro positivo, 
p, compreso fra 2 e 3. — 

È facile provare inoltre che di numeri reali positivi che an* 
nullano/(a:) esiste questo solo, p. Infatti, potendo Tequazione data 
scriversi cos) 

il numéro p è taie, che posto invece di x nell' espressione 






conduce al risultatd 



eguale alPunità. 

Ora siccome T espressione suddetta in x contiene questa lettera 
esclusivamente al denominatore ed ha coeiiicienti tutti positivi, 
cosi un numéro positivo maggiore o minore di p, sostituito ad x 
nella medesima, condurrà ad un numéro necessariamente minore o 
maggiore di quello che si ottenne colla sostituzione di p ad x^ os-, 
sia minore dell'unità: e in conseguenza, con taie sostituzione, non 
potrà più aver luogo Tidentità del primo mcmbro al secondo; ossia 
nessun membro positivo diverso da p annuUa / {x\ c. d. d. 
Questa unica radice positiva, p, è compresa fra 2 e 3, ossia per 
essa vale la limitazione negli intieri 

2<p<3. 
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Ma si verifica facilmente anche: 

/{2,o) = — I /(2,i) « + 0,061 

/(2,09) = — 0,050671 . /(2,io) = + 0,061 

/{2,094) = — 0,006153 /(2,095) = + 0,005007 

/(2,0945) = — 0,000574 / (2,0946) = + 0,000541, ecc. , 

e questi risultati, in forza del teorema fondamentale, autorizzano a 
5crivere pel numéro 'medesimo le altre limitazioni (nei decimi, nei 
-centesimi, nei millesimi, nei decimillesimi) : 

2,0<p<2,I 

2.09 <p< 2,10 
2,094 < p < 2,095 

2,0945 < P < 2,0946 , 

dalle quali risulta che, volendosi ad esempio la misura di p in cen* 
tesimi, si deve dire che essa è più di 2,09 e meno di 2,iO; in mil- 
lesimi, che essa è più di 2,094 e meno di 2,095, ecc. 
S'osservi qui intanto che mentre i numeri, fra cui p è compreso, 
vanne accostandosi senza limite, ossia mentre le differenze 

3 — 2 = I 

» 

2,1 — 2 =0,1 

2.10 — 2,09 = 0,01 
2,095 — 2,094 = 0,001 

2,0946 — 2,0945 = 0,0001 

vanne man mano impicciolendosi , i risultati délie sostituzioni di 
•questi numeri in f{x) (scritti superiormente) si awicinano illimitata* 
mente allô zéro. 

Siano ora in générale 

r. i?. 

r, R^ 

. • • • • • 

coppie di numeri reali, tali che le differenze 

Rt — n 
Rt — rt 
R» — n 

• • • • • • 
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man mano decrescenti, diventino tanto piccole quanto si vuole, men- 
tre i risultati 

f{n) /{R>) 



s'accostano senza limite allo zéro; e venga provato che in questi 
intervalli rimane sempre compreso un numéro p, pel quale/(j:) si 
annulla, e per cui valgono le limitazioni 

r.<p<ie, 

• • • • • • • • 

Potrà accadere, che in una délie successive sostituzioni ad x dei nu- 
merî r ed i?, per esempio in quella di r, si ottenga îl risultato /(r) 
identicamente uguale a zéro, allora p avrà una misura esatta, che 
sarà precisamente questo numéro r: taie è il caso di alcune fra le 
verifiche esposte sul principio del présente capitolo. Ma più gene- 
ralmente awerrà, che per quanto si procéda nelle sostituzioni, con 
numeri r ed ^ man mano difTeretiti, si trovi pur sempre una limi- 
tazione 

r<f<R 

in cui î limiti R t r, vicinissîmi, rimangano diversi fra loro di tanto 
poco quanto si vuole : sarà questo il caso générale in cui p sia un 
numéro, la cui misura non possa essere espressa se non approssi- 
mativamente (un numéro come yÇ, tt, sen 13*, log 5, ecc). Arre- 
standosi allora alla limitazione 

r<?<Ii. 

si potrà prendere per misura di p il numéro N formato dalle cifre 
comuni ad r e ad i? e scrivcre f = N; f[N) non sarà zéro, ma 
un numéro piccolissimo, n\ e T avère adottato per misura di p il nu- 
méro précédente equivarrà ad ammettere che nel valore di p è 
sufficiente l'approssimazione data daU'ultima cifra décimale di N^ o 
nel valore di /(p) tollerabile Terrore, che considéra n uguale a o. — 
Si distingua qui nettamente il numéro p dalla sua misura N: /{f) 
è uguale a zéro ; ma ad asserire ciô, non si è condotti in générale, dal 
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concetto di verifîcazione, corne avveniva in alcuni casi particolari: 
è un criterio diverso, (la legge di continuità, il teorema fondamen- 
tale) che assicura Tesistenza di taie numéro; /(-AT) non è zéro, e 
puô darsi che non k> sia mai per quanto grande approssimazione si 
addotti nel calcolo di N\ è lo stesso del quadrato di y/T\ il qua- 
drato di v^2 è 2: ma a questa conclusione non conduce un pro- 
cesso di verificazione, giacchè per quanta approssimazione si adot- 
tasse nel calcolo di \/2, il numéro ottenuto innalzato al quadrato 
non riprodurrebbe mai 2. — Questo numéro p che annuUa f{^) o- 
che soddisfa alla equazione 

dicesi radice ^eale di questa equazione, e la sua misura si ottiene 
generalmente con quanta approssimazione si vuole a mezzo di una 
limitazione. 

Considerazioni analoghe valgono per una espressione com* 
plessa <r4~'^^ ^^ questa annulla/(^). Riprendasi perciô T equazione 

f{x) = x^—2x—t^=o 

e si cerchi se è possibile di trovare due grandezze reali <r e t, tali 

che Taggregato (s-^'zi annulli/(^), ossia tali che si abbia 
y 

(<T + T !)•— 2 (<I + T 1) — 5 = O, 

owero 

<ï* — 3 ff . T* 2 <T S + (3 <ï' t" — 2) T . J = O. 



Questa condizione non è soddisfatta se non quando lo sono sepa- 
ratamente le due: 

<ï* — 3<t.t' — 2.<y — 5=0 
t(3<i« — t'— 2) = 0, 

la seconda délie quali si spezza nelle altre 

3 a' — t' — 2 = 0, 

di cui la prima non va consîderata, giacchè, se t = o, il rîsultato 
che si ottiene non è più complesso. 
Resta pertanto il sistema: 

a* — 3<y.T' — 2. G — 5 =0 
3 . a* — T* — 2 = 0, 
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ossia 

( T»=3.G«— 2 

n 

(8.(7» — 4.(j+5 = o. 

Se nella seconda délie equazioni (*) si scrive g = — C] , essendo a^ 
positivo, si trova: 

o — -F((y,) = 8 . Gi« — 4 . <y, — s. 

Questa equazione ha necessariamente una radice positiva compresa 
fra I 6 2; giacchè * 

i^(l) = — l; i7'(2)= + Sl 

•ed ha una sola di radici sifTatte, giacchè essa puô scriversi ces): 

-e alla medesima posta sotto questa forma è applicabile il ragiona- 
mento fatto dianzi per 1* equazione 

Si verifica facilmente che, oltre ad 

F[i) = -i i7'(2) = + si 

è anche 

F[\fi) = — I , F{\,\) = + 1,248 ; 

/^(i,04) = — 0,161088, /^(i,os) = + 0,061000; 

/î'(i,047) = — 0,006153), -^^(1,048) = + 0,016180; 

•quindi sussistono per la grandezza cercata le limitazioni 

I < (Il < 2 

i.o<<y,<i,i 

1,04 <^^< 1,05 

1,047 <<ii< 1,048 

< conseguentemente pel numéro negativo <t = — gi le altre 

— 2<(T<— I 

— I,I<(J<— 1,0 

— 1,05 <<y<— 1,04 j 

— 1,048 < (y <— 1,047 



Capitolo seconda. 45 



I numeri corrispondenti che mîsurano approssimativamente t si de- 
ducono dai précèdent!, per mezzo délia formola 

T*=3.<y'— 2, 
e si ha successivamente 

T= ± Vio==^ ± 3,162... ; T= ± ^= ± I 

T= ± Vi,63= ± 1,276...; T= ± V7= ± I 



'^= ± Vi>3075= ± 1,1434...; T= ± Vi,2448= ± i>iiS7 
T== ± Vi,2949i2 = ± 1,13794...; T = ± Vi,288627=± 1,13517... 

Ad un unico numéro <r corrispondono percîô due valori, t, uguali* 
opposti, ossia per ogni numéro 9 si debbono considerare due casi; 
quello in cui t è positivo ed uguale a -j-'^', e quello in cui esso è 
negativo ed uguale a — t'. 

Nel primo caso i termini délie limitazioni per c -[" '^^ * sono 

— 24-4 «' — 1+^" 

— 1,1 + 1,3 > _i,o + > 

— 1,05 + 1,15 i — 1,04+ 1,1 1 i 

— 1,048 + 1,138 i — 1,047 + 1,135 i; 

ogni coppia dei quali (lo si noti chiaramente) forma due limitazioni 
distinte; e cioè, prima limitazione^ quella relativa al numéro reale 
G; seconda limitazione^ Taltra relativa al numéro immaginario t' /; 
per la prima il termine a sinistra è minore di quello a destra, per 
la seconda awiene V opposto ; ed in quest' ultima per termine a si- 
nistra si è preso fra i numeri t' trovati poc'anzi quello che conve- 
niva al caso, dopo averne aumentata perô di una unità T ultima ci- 
fra décimale, onde essere certi che il limite scelto era veramente 
maggiore di t'; cosi invece di 3,162 si è scritto 4; invece di 1,276 
si è scritto 1,3, e cosl di seguito. 

I numeri complessi précèdent! sono tali che sottraendo i due 
che stanno nella stessa linea, nelle differenze che si ottèngono 

1-3^' 
0,1 — 0,3 «• 

0,01 — 0,04 i 

0,001 — 0,003 f 
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le due parti (la reale cioè e la immaginaria) vaiino man mano im- 
picciolendosi e avvicinandosi a zéro. 

Di più risulta provato da tutto quanto précède, che fra le parti 
dei termini predetti trovansi limitate le parti (7 e t^ i di un aggre- 
gdXo che annuUa / [x) ; talchè i risultati délie sostituzioni dei termini 
stessi in /(^), ossiano 

87 — 24 > — I + o I 

1,446 — 0,078 i — I + o I 

o, 108250 — 0,017250 / — o,2oo7iz + 0,014097 i 

0,01659s — 0,000150 i — 0,007416 + 0,000456 i 

constano di parti, le quali separatamente s'awicinano senza limite 
allô zéro. 

In secondo luogo, nel caso di t negativo ed = — t', si trovano pei 
termini délie limitazioni, per le differenze fra essi due a due, pei 
risultati délie loro sostituzioni in/(^) le seguenti Série di risultati: 

Termini délie limitazioni. 



— 2 ■ 


— 4» 


— I ^— 


•t 




-I.I 


— 1,3 * 


— I — 


• 

-» 




-1,05 

* 


— 1,15* — 


1,04 — 


■I, 


II. t 


1,048- 

t 


— 1,138» — 1 

Differenze. 
1+3» 

o; 1+0,3» 
0,01 -f 0,04 » 

0,001 + 0,003 


.047 — 

• 

t 


•I, 


13s •»■ 



Risultati délie sostituzioni in f{x), 

87 + 241 _i_o.i 

1,446 + 0,078 .t _ I ^ o . I 

0,108250 + 0,017250 . i — 0,200712 — 0,014097 i 

0,01659s +0,0001 50.1 — 0,007416 — 0,000456 i . 

È da notarsi che i termini délie limitazioni sono rispettivamente i 
complessi coniugati dei termini délie limitazioni precedenti; e che 
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in conseguenza è cosi anche rispettivamente délie differenze e dei 
( risultati délie sostituzioni. 

Dairassieme del calcolo poi è pure provato che fra i termini 
délie limitazîoni précèdent! esiste un numéro complesso a — '^ i che 
annulla/(^). 

Siano ora in générale: 

Sx +, A i S^ + 7; i 

s,'\'tii S,^TJ 

Sz + ^» i ^i + ^» i 



•coppie di nuroeri complessi tali che le differenze 

S,—Sr+{T, — f,)i 
52 — ^2 + (7; — /a) ï' 

Sz — ^3 + {Tz^—h)i 

risultino Taggregato di parti (reali ed immaginarie), le quali indivi- 
dualmente si impiccioliscano awicinandosi a zéro, e risulti provato 
•che negli intervalli sempre più piccoli 

Si — Sx 
02 ""^ s% 
Sz — J, 



• • • • 



-délie parti reali è sempre compreso un numéro v; negli intervalli 
-sempre più piccoli 

(71 — A)» 

(r. — /■,)* 



•delle parti immaginarie è compreso il numéro t i, e che l' aggregato 
■«T -f- T » annulla /(*), cosicchè i risultati 

/(J. + AO /(5. + 7;«) 



siano numeri complessi, le cui parti si awicinano senza limite a 
xero — il numéro ff + t /, la cui propriété è di annullare / (jip) e la 
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cui misura è data da una qualunque delle limitazioni precedenti,. 
per esempio da quella i cui termini sono: 

s-\-ti S+Ti 

è uua radice complessa di /{x) = o. Siccome se sf suppone / ne- 
gativo e T negativo î risultati delle sostituzîonî in /{x) sono com- 
plessi coniugati di quelli ottenuti supponendo t e T positivi, cosl è^ 
certo che nell' aggregato g -{-'ri si pu6 considerare t corne positiva 
e corne negativo, uguale cioè a ± t', e ci6 corrispondcntemente allô 
stesso valore <r; ossia è certo che sono concomitant! le due radici 
complesse coniugate. 

Gli esempi dati sul principio, nei quali la sostituzione di un 
numéro complesso ad jc in / (x) conduceva a risultati = o, non sono 
che casi speciali delle osservazioni précèdent!, casi cioè in cui il cal- 
colo di sostituzione conduceva a trovare un numéro complesso, che 
posto invece di a? in / (x) annullava questo polinomio. 

Se p è radice delV equazivne 

la funzione 

i divisibile per x — p. 

Infatti, incominciando questa divisione, si ottengono i primt 
termini del quoziente: 

<p (*) = tf ir»»-* + (* + ^ p) *^~* + (^ + * p + ^ P*) ^c^~*+ .. . 

che è un polinomio délia stessa natura di /(^), ma di grado minore 
d' una unità. Siccome in 9 [x"^ le potenze di x vanna man mano de- 
crescendo a partire dalla (w — i)*^"', cosl, continuando la divisione, 
si ottiene un termine, nel quale entra la potenza o délia lettera x^ 
ossia un termine indipendente da x\ fatta la moltiplicazione relativa 
a quest'ultimo termine e la sottrazione. successiva, si trova in gé- 
nérale un resto R numerico, che non contiene cioè la lettera ordi- 
natrice, e pel quale si ha identicamente 

R=f{x) — {x — ^)^[x). 

Suppongasi in questa identità x^^^-^ R non cambia, giacchè non 
contiene x; f{x) diventa /(p); x — p s'annuUa, ç (^) divcnta un 
numéro determinato f (p) ; e si ha 
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ossia 

giacchè p è radice di /(a?) == o; c. d. d. — . Lo stesso teorcma vale 
per la radice complessa* 

di f[x) = o. Infatti, dividende /{x) per la espressiofie 

X (ff + T ^^ 

si ottiene il pôlinomio 

ordinato esso pure per le potenze delU lettera x e che differisce 
dal pôlinomio précédente (f{x) solamente oella natura dei diversi 
coeiiicienti di x^ che qui sono numeri complessi: perô sul medesi- 
mo si possono ripetere i ragionamenti fatti sopra 9 {x) ed arrivare 
alla medesime conclusioni; che cioè il resto délia divisione di/(âr) 
per X — i^^'^i) ^ îl risultato ottenuto ponendo in/(â;), in luogo 
^di X, Taggregato c +t/, ossia o. 

Ed è évidente, che in questo aggregato, c -{-'zi, deve consiéerarsi 
T tanto positivo, quanto negativo; cioè = ± t'; ossia /(a?) è divi- 
sibile tanto per 



quanto per . 



divisibile quindi per 



X — (a — t'/), 



È appena necessario notare, che questa divisibilità d!î/{x) per x — p, 
o per 

X — i^'^-'^i) 

va intesa nello stesso senso, che fu dato al!' annuUarsi di / {x) j^er 
x = f; anzi non si tratta che di una sola ed identica cosa; giacchè 
il resto délia divisione attuale vale appuntoy(p) o/((j + tj), ed 
è identieameiite nullo pei numeri p e o -^ti^ n^ê, sarà generalmente 
diverso da zéro per le misure che verranno assunte per tali numeri. 
I4 L' equazione 

/{x)^x*— 4x^ — ^2 X— 55 =0. 

PONCINI. 4- 
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ha per radice ii, giacchè 

/(ii) = o: 

dunque / (*) dcve essere divisibile per x — 1 1 ; eseguendo la divi- 
sione si trova infatti^. 

x« + 7 a: + 5 

per quoziente esatto, e si ha conseguentemente 

cosicchè, per soddisfare alla equazione data, basta soddisfare aile due 

X — II — o 

«* + 7« + 5=o; ' 

la prima délie qu'ali riproduce ii, la seconda équivale a 

(« + 3.5)' — 7,25 
donde 

« = — 3.5 ± V7.25= — 6.2; — o,8; 

altri due numeri, radici délia proposta. 
II. L' equazione 

/(a:) = a?» — 7 rc + 6 

ha per radice — 3: dunque il polinomio / (rc) deve essere divisibile 
per 

si trova infatti: 

a?» — 7 rc + 6 — (a; + 3) (««— 3 a: + 2) ; 

cosicchè si soddisfa alla proposta, scrivendo le due condizioni: 

«+3=0 

«' — 3 » + 2 — O; 

t 

délie quali la priona riproduce la radice — 3 e la seconda équivale a 

(a;— 1,5)' — 0,25, 
donde 

a? = I ed a? «= 2] 
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ossia > 

a;» — 3 a? + 2 = (a: — I) (a; — 2), 
e finalmente 

i numeri i, 2, 3 sono tre radict di 

m. L'equazione 

f[x) = a;'.— S ;r' + 84; — 6 = 

ha per radice i -{- ^'i dunque essa è divisibile per 

^i trova infatti il quoziente 

» 

«'— (4 — «)« + 3(i — 0. 
e il resto o; e pu6 scriversi 

/W = [* - (I -f 0] [*' - (4 - * + 3 (I - 0] =0; 
la proposta è soddisfatta adunque dalle condizioni 

X— (l+«)=0, 

*» — (4 — 0* + 3(ï— *)=o; 

la prima délie quali riproduce 

» 

a: = I + 1 ; 
mentre. alla seconda conviene 

Si trova 

perciô la proposta équivale a 

o=/(ar) = (or- 3). [*-(l +»)][*-(! -4]; 
e soUo questa forma si vede immediatamente che sono sue radici 
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Nella trasformazione précédente ai due fattori complessi di 
i^ grado pu6 sostituirsi un fattore reale di 2^ e si ha: 

/(»)x=(x^3)(*»-2« + 2). 

IV. L'ecjuazîone 

/(jc) = ^* — 4,5.:^» — 2,5.^+5.^ — 22, 5.A:— I2,5=q, 

è soddisfatta da :c=: — o,5;/(ji:) è quindi divisibile per 

* — ô;s=^ + o,S; 

■ 

e si trova per quoziente esatto: 

**— 5** + S* — 25. 
Pertanto alla condizione proposta possono sostituirsi le altre due 

^. + 0,5=0 
«'—5^ + 5^ — 25 = 0; 

délie quali la prima riproduce — 0,5; ht secondai équivale a 
o = ^(«-5) + 5(a:_5) = (^* + 5)(^_5); 

e la equazione data pu6 scriversi quindi ; 

o=/(*) = (* + o,5).(*-5).(** + 5). 

Al secondo Ëtttore x — 5 corrispônde la radice 5 ; alla con- 
dizione 

a:* + 2 = o, 

ossia 

^ = — 5; (^V:^ — 5, ecc. 

non corrispônde alctma radice reale. 

V. L' equazione 

ammette la radice — i, giacchè 
perciô /(*) è divisibile per 
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« si trova per quoziente esatto 

x^ — 8 a?» + 24 a:* — 32 ^ + 16, 
ossia 

[x — zY; ' 

talchè la proposta équivale a 

•e invece della medesima si possono scrivere le condizioni 

[x — 2)* = o; 
ossia, siccome 

[X — 2Y=[X ^2).{x—2),{x-2) .{x — 2), 

le altre 

ar+ I =0, 

jp — 2 = 0, 

X — 2 = 0, 

X — 2=0, 

X — 2 =x=o: , . 

talchè la proposta ha le radici 

% 

— I; 2; 2; 2; 3: 

ossia la radice — i e quattro radici uguali tra loro, ed uguale cia- 
scheduna a 2. 

VI, L'equazione 

f[x) ^^zsfi — ex^-^ i3«» + 3^*— i84; + 39 = 

■ 

ha per radice tanto il numéro complesso 3 -f* 2 /, quanto il suo 
coniugato 3 — 2i\ quindi/(^) è divisibile per 

*— (3+2O 
« -dà per i^uôîiente 

:^ - (3- 2, >» + 3^-3(3-20; n 

f{x) è divisibile per 

\ x — {i — 2i) 
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e dà per quozîente 

^ — (3 +20^' + 3^ — 3(3+21): (»*> 

il quoziente {*) è divisibile per x — (3—^2/); il quoziente (**) per 
^ — {3 + 21); per* entrambe queste due nuove 4îvisîoni il nuovo 
quoziente è a?' -|- 3 e si trova definitivamentc 

/(:r) = (a?' + 3).[x_(3 + 20][^-(3-20] 

= (^' + 3).(^'-6a?+i3V 
Etc. 

Generalizzando ora tutto quanto précède, se per Tequazione 

générale di grado m, 

si trova la radice reale p, dividendo / (ar) per x — p si ottiene un 
quoziente esatto <9 (a?) , 

/H = (* — ?)•?(*); 

e invece della condizione data si possono scrivere le due 

X — p ==0 
T(^)=o; 

la prima délie quali riproduce la radice p; la seconda, (p (a?) =0, è 
una equazîone di grado m — i, cui puô convenire la. radice p'jç (a?) 
allora è divisibile per x — p' e si ha, indicando con ^p (a?) il quo- 
ziente di taie divisione, 

?H = (*—p') •'!'(*); 

cosicchè alla condizione (p (a?) = o si possono sostituire le altre due 

a?_p' = o, 
^(a?) = o: 

la prima délie quali riproduce la radice p'; la seconda è una equa- 
zione di grado m — 2, che puô avère una radice reale p" ; indicando- 
pertanto con 6 (a?) il quoziente della divisione di ^ (a?) per a? — p"» 
si ha 

- +W = (*-p")e(*); 

cosicchè alla condizione 



( 

V 
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possono sostituirsi le altre due 

X — p" = O 
6 .(a?) = O 



ecc. ; e cosî dî seguito sîno ad un quozi^te tj (a?), pel quale non 

possa trovarsi alcun numéro reale che lo annulli. 

Risalendo allora con sostituzioni successive sino ad /" (a?), si trova 

f{x) = (;P_p).(x-p') . («-P") . . .0(0.);' 

e alla côndizione o =/ [x) possono sostituirsi le altre 

a? — p =0, 
X — 0' = o, 

X p" = o, 



t5 (^) = o . 



Pertanto i numeri p, p', p", .^ . . somministrati dal calcolo précédente, 
sono radici reali di /(ar) = o, e si puô provare che non esiste alcun 
numéro reale, diverso da questi, che annulli f[x), 
Infatti, perché potesse essere 

essendo X> un numéro reale non compreso fra quelH ottenuti dianzî^ 
dovrebbe aversi in forza délia decomposizione superiore 

(t-p).(^-?').(:-p")---'',(^) = o. 
ossia dovrebbe efesere verificata una délie condizibni 

^ — p = o, 

X, — f = o, 

•w(î;)=:0: 

ma nessuna di queste condizioni puô essere soddisfatta; non lo pu6 
alcuna délie prime, gîacchè X^ è supposto diverso e da p e da p' e 
da p". . . ; non lo puô V ultima, giaCchè si spinse il calcolo prece- 
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dente sino ad un polinomio o (a?), pel quale non fosse possibile tro- 
vare un numéro reale che lo annullasse; perciô \ non pu6 essere 
una nuova radîce; c. d. c. 

Cosicchè ad ogni radice-reale p di f{x) = o corHsponde inf{x) 
un fattore x — p ; ad ogni fattore x — p in f (a?) corrisponde una ra- 
diée ^ di f{x) = 0\ e in conseguenza il numéro délie radici reali di 
y (:r) =r o pub essere uguale al più al numéro dei fattori di primo 
grado^ in cui pub venir decomposto il polinomio f {x), ossia ad m, 
grade di f[x). 

Un ragionamento analogo vale per le radici complesse, ri- 
guardo aile quali si pu6 concludere, che per ogni copia 

fs i. 'z' i 

di radici siffatte si hanno in /fx) i due fattori complessi di primo 

grado 

X — ((T -f - V ï*) e X — (<i — t' /) 

o il fattore di secondo grado 

(a? — a)t-|-T'«; 

€ ad ogni fattor reale di secondo grado di questa forma in f{x) cor- 
rispondono due radici coniugate di f \x) = o. Perciô se m è pari, 
/'(a?) = o potrà avère anche m radici complesse; ma non ne potrà 
avère più di w — i, se »i è impari. 

In générale adunque F equazione /(a?) = o di grado m potrà 
avère 2 n radici complesse; coniugate due a due, e p reali se p •\-2n 
non supera m. 

Cos), ad esempio, nello studio precedentemente fatto dell'equa- 

sione 

a?« — 2 a? — 5 = o, 

si verificô che essa ha. una radice reale p, taie che 

2,094s <p< 2,0946; 

e ne ha due complesse, per le quali i termini délie ultime limita- 
zioni considerate erano 

— 1,048 ± 1,138/ — 1,047 ± I>I35 i'- 

— la proposta quindi, per quanto si è detto ora, non puô avère 
altre radici oltre queste tre. 

È appunto in générale la ricerca délie limitazioni rispettive 
per ciascheduna délie radici p, p', p^'. . . . , le quali soddisfano alla 
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-condizione /(ar) = o, che forma Toggetto di quanto segue; rispetto 
agli aggregati <y + t i^, basterà avère provato, che essi possono sod- 
dj^fare alla relazione medesima, e che il loro numéro deve essere 
sempre pari; di essi non si tratterà plu in seguito; talchè quando 
talora per brevità si dira semplicemente radice di f (a?) = o, dovrà 
intendersi che con ciô s' accenna ad una radice reale. 



CAPITOLO TERZO. 



Anzitutto, nello studio délie radici reali délia equazione data, 
si libéra la medesima dalle radici =: o, che essa puô presentare, e 
si procède poscia suUa equazione che risuUa, dopo soppressi i fat- 
ton corrispondenti a queste radici. 
Ad esempio 1' equazione 

a?* — 2 a?^ -|- a?2 c=: o 
équivale ad 

ossia 

X .X ,[x^ — 2x -\- i) =o: 

essa ammette adunque due volte la radice o, e soppressi i fattori 
Xf X, corrispondenti alla medesima, le considerazioni successive do- 
vranno farsi suU' 'equazione 

/(a?) = ar» — 2 a? + I = O, 
In base a questa osservazione si pub ammettere che V equazione 

che si studia, non abbia radici nulle. 

In secondo luogo basta assegnare regole e procedimenti per 
la ricerca délie radici positive; giacchè quella délie négative pub 
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farsi dipendere dallo studio délie positive di una nuova equazioney 
immediatamente ottenibile dalla proposta. 
Infatti r equazione data /(a?) = o puô scriversi sotto la forma 

0=/(x) = (a, _ p> . (* _ pO . (x_p") . . .t3(x); 

se p' , p' , . . . sono le sue radici reali e o (a?) indica un polinomio, eut 
non annulla alcun numéro reale: se in questa espressione invece 
di X si pone — 5, la medesima diventa 

0=/(-xr) = (-iT-p) . (-ir-p') . {-S-^') . . .o(— GT), 

ossia 

- o = / (- iT) = (^ + p) . (ir + p') . [z + p") . . . o (- r) , 

m 

equazione in cuî il primo coefEciente è positivo, o pu6 ridursi taie 
cambiando tutti i segni a ©( — z)\ in questo caso, del prirno coef- 
ficiente positivo, la medesima si indicherà costantemente con ' 

F{z) = o. 

E certo che essa si spezza nelle condizioni : 

■ 

^+p=0, £r = — p, 

Z + p' = 0, ir = — p', 

r » 



\ 



}z-\-f"=o, Z = — i" 



I 



\ rs{ — z) = o; 
ossia ammette le radici 

-p, -p', -p" 



• • • • 



ug;uali opposte aile radici di / (a?) = o. Siccome z è una lettera che 
assume valori qualsiasi, cos> puô ora so^tituirsi alla medesima la 
consueta lettera a?; e dire che da/(a?)= o, cambiando a: in — x^ si 
puô dedurre una nuova equazione ^ 

F{x) = 

le cui radici sono rispettivamente uguali opposte aile radici délia 
equazione data: ossia le radici positive di /{x) = o sono le néga- 
tive di F{x) == o, e /^ négative délia prima sono le positive délia se' 
conda ; cosicchè per procedere alla ricerca délie radici négative di 
f [x) = o, ^i cerckeranno le positive di F {x) == o, ed, ottenutele^ si 
camâierà loro il segno. 
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Si rammenti che questo è stato già fatto precedentemente, quando, 
ottenuta la equazione 

si pose nella medesima 

e si verificô: * 

1,047 <c^< 1,048, 

€ quindi 

— 1,048 <G<— 1,047 

Per dedurre pratîcamente i^(a?) = o da /(a?) == o, bastf cambiare in 
f (a?) il segno ai coefficienti délie potenze pari o délie dispari di x, 
seconda che il grade m di f [x) è dispari o pari, Per esempio da 

f[x) = a?« — 3 a?'^ + 7 a?? — a? + I =0, 

si deduce, cotia sostituzione diretta, 

' • /( — a?) ==a?8-f-3a?*-|-7ar2-[-a? + I =0 = ^(*); 

F (a?) quindi si ottiene da / (a?) cambiando i segni ai coefficienti 
délie potenze dispari di x (il grado deir equazione è pari): da 

/(a?) = âr»— 'a?* + a?» + 5 =0 

si deduce, colla sostituzione diretta, 

/(— a?)=_a?5 — a?4-f a?a+5 =0, 

ossia, mutando i segni a tutti i termini, 

7?'(a?) = a?» + a?* — a?'— 5 =0; 

-ed F{x) si ottiene da f[x) cambiando i segni ai coefficienti délie 
potenze pari di a? (il grado deir equazione è dispari). 

Queste considerazionî permettono intanto di .restringere gli 
studi che seguono aile sole radici positive. 

I. Se i coefficienti di f (a?) = dra?»» -f i»»»"* + • • • ^^o^^ ^^ 
pasitivi, o tutti negativi, r equazione 

non amnteUe nessuna ^adice positiva; gîacchè qualunque numéro po- 
sitivo a posto invece di a? in /(a?) conduce al rîsultato /(a), che, è 
«empre positivo, nel caso dei coefficienti tutti positivi, c che è sem- 
pre negativo, nel caso dei coefficienti tutti negativi. 
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Pu6 servire d'esempio la equazione 

/(a?) = a?' + a?» + a? + I = o. 
Etc. 

YL, Se la successione dei segni, che hanno i diversi coefficienti di 

/(a?) = fla?w -|_ ^a?»»-4 + . . . , 
présenta un solo cafnbiamento {jina sola variazione), l* equazione 

f(x)Lo 

ha necessariatnente una, ed una sola, radiée positiva. , 
Polinomi di questo génère soao, ad esempio, i due : 

/(a?) = a?' + aî* + Sa?' — 2a?»— 5 x—i 
/(aï) >^^ar»^Sa:« 4-7^ + 6; 

nel primo dei quali la variazioné unica cade fra -|~ 5 c --^2, nel 
seconde fra *— 5 e 4* 7 • ^^^ fanno luogo aile due equazioni 

■ 

O = K + ar* + 5 «•) — (2 ar» + 5 ar + i) 
[• o = («» + 5*')— (7^ + 6), 
In genetale pertanto la equazione 

/{x)=o. 

che deve studiarsi in questo caso, puè considerarsi corne avente il 
primo coefficiente positivo e l'ultimo négative e coiHfr eqprifmhile 

con 

= ç(aî)— (j/(a?); 

doye f (^) e ^ ^) çono due polinomi, 4 çpe0iqienti tutti ppsitivî, or- 
dinati per le potenze discendenti di ;r c tali^ fbiç il grido dî ^ (jv) è 
minore dell'esponente più giccolo che ha la a? in f {x). 

Una equazione siffatt^ ha liecessariamente una radice positiva 
p; giacchè mentre per a? == o, / (o) = ultimo termine, è negativo \ 
per X = numéro sufHcientemente grande a, f (a) ha il segno dei 
primo coefficiente a che è positivo; dunque fra o ed a esiste un nu- 
méro, p, che annulla/(a?). Resta a provare che p è P unica radîce 
positiva di f{x) =o, Infatti st p h l'esponente più piccolo cfce ha 
la lettera ordinatrice in 9 [x\ £ se si divide 

o = ç(«) — H*) 
per a^, si ottiene 

9 (g) ^ {X) 
"^ a* " app ' 



I 



\ 



62 \ Capitolo terzo. 



ed è certo che, mentre in 9 (x) : x*" la lettera x è contenuta nel solo 
numeratore, in ^{^)\ ^ essa è contenuta nel solo denominatore. 
Ora, se si suppone 

«^' = ?, 
deve essere 

ma se ad x si sostituisce un numéro positivo qualsiasi X, maggiore 
o minore di p, Tuguaglianza délie due parti 

x'^ x^ 
non puô più aver luogo; giacchè se per esempio è 

la parte 

o ix) 

x' ' 

la quale non ha che coefficienti positivi e contiene la x solamente 
al numeratore, si trasforma in uà numéro 

-^-fir ^^^ è maggiore. di ^' ; 

mentre la parte 

i^ix) 

la quale non ha che coefficienti positivi e contiene la x al solo de- 
nominatore, si trasforma in un numéro 



o'di 



giacchè 

sono eguali. 
Fertanto 





A, (p) 

-, che è minore di ^ ' 




?(p) . 




J/(p) _ <d(p) 











I 
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Tuno maggiore, l'altro minore di uno stesso numéro, non possono 
essere ugu^li; e C non è radice délia proposta. 

Terrebbe la médesima conclusione anche se fosse 

perciô il teorema è dimostrato. 

Notisi qui y che si riferiscono precisamente a questo*^ caso le 
due equazioni trattate nel capitolo précédente, allorchè si verificô 

che tanto 

a?» — 2x — 5=0, 
quantô . 

8 (7j' — 4 (Il — 5 = o 

avevano una radice positiva unica. 

III. Se la successione dei segni in f (o?) présenta pik cambia- 
menti [più variaziani)^ il numéro diAidici positive posstbili pet Vequa- 
zione 

non super a il numéro délie variazioni che si trovano in f[x), 
Cos) nel polinomio 

/(a?) = 2 a?* — 5 a?' + 7 a? — 3 

si riscontrano tre variazioni ; una fra -|" 2 e — S ; un' altra fra — 5 
e + 7 ; la terza fra + 7 ^ — 3 • perciô l' equazione 

o = /(a?) = 2a?* — 5^* + 7^ — 3 

non puô avère più di 3 radici positive. 

Fer dimostrare questa regola si osservi che se P equazione qualsiasi 
6 (a*) = o ha la radice positiva pi , il polinomio 6 [x) va considerato 
come il prodotto di œ — pi per un altro polinomio .z{x)y délia 
stessa natura di [x)^ ma di grado minore di una unità. 
Ora siccome è lecito considerare come positivo il primo coeffi- 
ciente dell' equazione 9 {x) = o, , cosi pu6 ammettersi : — che nella 
successione dei segni in z {x) s' incontri anzitutto — una prima sé- 
rie [A) di segni tutti positivi; — che a qnesta tenga dietro una 
seconda série {B) di segni tutti negativi; — che venga dopo una 
terza série [C) di segni tutti positivi — , e cosl altemativamente, 
sino ad una ultima' série (Z) di segni o tutti positivi, o tutti nega- 
tivi; precisamente come è indicato qui sottô: 

[A) "^^ ^~'^ '^~^(5 ' ^^ 
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Pcir semplîcità di scrittura perô, e senza nuUa togliere alla generalità 
délia dimostrazione che segue, si potrà limitare il numéro di qu^te 
série considerando, ad esempio, le lue succession!: 



"^~ "^ • • . "|~ ^"" •""" • . . ~— ~y~ "T^ • • • "^ ~~~ ^~" • « • "~~ "|~ "^ * . . ~T" 

~T" ~|~ • • • —y" , ""■"■ • • • "^ ""J~ ~|~ • • ■ "^"^ • ' - -• • • • -' 



1^ 



la prima délie quali cotoponesi di cinque série e termina con ùna 
série positiva, la seconda di quattro, e termina con una negativa: 
Per passare da jbt (a?) a 6 (â?) è necessarip moltiplîcare e (a?) per 
X — pi, e in conseguenza combinare i segni délie due sucçesaîom 

precedenti coi due, -| , dî questo binomio : tali operazioni, indi- 

pendentemente dalle lettere che entrano nei diversi termini, sona 
riassunte nei due scbemi «eguenti : 

o I 23 4 

I.* +4- . .I..H . . . — h + - • • ^ ''^ ' x'i""^ . • .4- 

2.* -f — 



3.* ++...H ... 1-H H ... f- + ...+ 



5.» + - + - 4- 

01234 



0123 

A . ~T~ i" • • . *T" ~^~ ~~" . • . "~" "1 *i . • • "T" "^~" "^ . . • "^ 

2.* • -H — 



4* "^ "^ • « • *' ^^ ^r • • • "T^ ""^ ^^ • • • ■'^ •*▼■ "• • . . ^^ 

i 



I 



$•» -f — + — :f 

01 2 3 4 

Ciascuno dqi mede^imi $i compom di cinque linee: — nella prima 
linea stanoo sçritti m ordinc i segoi dei coefficienti di ^^); — 
neHa seconda quelli di a? — pi ; — o«Ua ter» è iodicâtsi Ta succès- 
sione dei segni del primo prodotto parziale 

fl 

x,z{x); 
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successione che è identica a quella presentata da s [x)\ — la quarta 
linea contiene i segni del secondo prodotto parziale 

— pi . jer [x) 

la successione dei quali comincia un posto a destra per rispetto alla 
successione in x , z [x)) con che i terminî simili dei due prodotti 
parziali si trovano in colonna gli uni sotto gli altri. Nella somma 
di questi due prodotti, somma che non è poi altro se non 6 (^), 
molti segni rimangono incerti sino a che non si conosce il valore 
dei singoli termini: perô ve ne ha alcuni certi, indipendentemente 
da questa conoscenza, e sono quelli che corrispondono 

a due -f- o a due — 

sovrapposti nei prodotti parziali: nella linea quinta perciô trovansî 
indicati questi soli. Se ben si osservano tali segni certi, si vede che 
essi corrispondono precisamente ai primi di ogni série nella succes- 
sione z[x) aggiuntone uno di più, l'ultimo a destra, contrario al se- 
gno certo immediatamente précédente. Dunque, confrontando il nu- 
méro délie variazioni di z [x) con quello délie variazionî di [x)^ si 
vede che quest' ultima funzione ne conta almeno una di più : e deve 
dirsi altnenoy in forza dei segni intermedî incerti, i quali, se in ogni 
caso non possono distruggere alcuna délie variazioni ora assicurate, 
possono nei casi particolari introdurne qualcuna di più. — Ora se 

...ps» Pî, Pi 

sono le radici positive di /(jc) =0, /(^) puô considerarsi în gène- ' 
raie come il prodotto di un polinomio z [x)^ che non è annullato 
da alcun numéro reale positivo, per 

(* — pi).(* — pj.(* — ps)... 

Moltîplicando z [x) per x — p^ si introduce nei risultato 9 {x) almeno 
una variazione in più di quante si incontrano in z {x) ; moltiplicando 
6 {x) per X — p, si introduce nei risultato i^ [x) almeno una variazione 
in più di quante ne annovera {x\ ecc. ; insomma, ottenuto il ri- 
sultato f[x)^ si saranno introdotte in esso almeno tante variazioni in 
più di quelle che trovansi in z (^), quante sono le radici reali posi- 
tive di / (a?) = o. Cosicchè il numéro di queste radici non supera 
quello délie variazioni in f {x) ; ed f[x)=zO pub avère al piic tante 
radici positive quante f{^) ha variazioni: c, d. d. 

PONCIMI. 5 
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Quest' ultioio teorema (regpla di Descartes), che comprende 
corne casi particolari il primo e parte del secondo, è fondamentale; 
esso è sempre il punto di partenza per lo studio délie radici reali di 
f{x)z=:0^ conduce spesso a lîmitarne il numéro, ed in alcuni casi 
specialissimi anche a precisare questo numéro. 
Cos) ad esempio Tequazione 

non ha radici positive, giacchè f[x) non ha variazioni; e siccome 

^W=2^*+j^— 5 

présenta un solo cambiamento di segno, cosl la proposta di radici 
négative ne ha una sola: concludendo la medesima ammette una 
sola radice reale. — Del pari la equazione 

f{x) = *»-[-x«4-2^ — :ir4-i=o 

non puô avère più di due radici reali positive, giacchè f{x) présenta 
due sole variazioni ; da essa si deduce 

cosicchè /{x)=:o ha necessariamente una radice negativa; conclu- 
dendo : 

x^ '\-x*-\'2x^ — X -{- i=o 

ha necessariamente una radice negativa: ed è possibile che per que- 
sta equazione ne esistano anche due positive, ecc. 

E certo che, siccome nessuna délie radici di ^ (a:) = o è infi- 
nitamente grande, cosl esistono tanti numeri positivi quanti si vo- 
gliono più grandi délia massima fra le radici reali della proposta. 
Sia -^L uno di tali numeri: evidentemente fra Z- eo, ossîa neU'în- 
tervallo (o . . . Z), sono comprese tutte le radici reali positive di 
f (x) = o. Perciô la conoscenza di un numéro siffatto sarebbe di 
somma importanza ; giacchè verrebbe cosi stabilito nella série reale 
un intervallo, in cui esclusivamente dovrebbero cercarsi le radici sud- 
dette. Del pari, se L' fosse maggiore della massima fra le radici 
reali positive di F {x) = o, nell' intervallo (o . . . Z') sarebbero com- 
prese tutte le radici positive medesîme, e in conseguenza T intervallo 
( — Z' , . . o) racchiuderebbe tutte le radici négative di / (jc) = o: e 
concludendo nell' intervallo 

( — Z'...Z) 
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<iella série reale si troverebbero tutte le radici di / [x) = 0. — Un 
numéro corne -|-Z dxcesv limite superiore générale délie radicî reali 
diy(a?)=o; un numéro corne — L limite inferiore générale délie 
radici medesime. — Per trovare un numéro come -j- Ly data V equa- 
2ione /(*) = 0, si useranno le regole seguenti, che valgono neces- 
sariamente anche per la ricerca di un numéro come -^ U per la 
•trasformata F {x) = o, e quindi per la ricerca di un limite inferiore 
générale — U délie radici diy(jc) = o. 

ly. Nel primo membre deir equazione proposta, ridotta in modo 
che il xoefficiente délia pik alla pàtenza di x sia uguale ad i^ si con- 
sideri il coefficiente negativo pih grande {il piît piccolo fra tutti i coef- 
Jicienti) ; — si cambi il segno al medesimo; al numéro positivo otte- 
nuto si aggiunga Punità; il risultato è un limite superiore délie ra- 
dici reali délia equazione data: — cosl, ad esempio, per 

2** — 3^' — 2x — 14 = 
ossia per 

f[x) = x^ — ^x^ — x — 7 = 0, 

é limite superiore délie radici reali 

7 + 1 = 8, 

giacchè — 7 è il coefBcîente negativo più grande, — Infatti, se, data 
r equazione. 

6 = /i ;r»» + * ;r»»- * + ^: a:«»~* + . . . +y ;ir« + ^ or + /, 



m 

onde ridurla in modq che il coefSciente délia più alta potenza di x 
sia I, si divide per tf; e se si indicano rispettivamente con 

i rapporti 

b c j k l 

> > • • • y > > 

a a a a a 

si ottiene 

0=f{x)=x^ + b'.X^'i+c'.X*n-^ + ...+f.X^ + k'.x + l^. 

Ora se in quest'ultîma, invece di xm si pone il valore identico 

(« — i).;r*»- * + (*— I) .;ï^-' + (*— i) .*^- • + . . . + 
+ {x-i).x^ + {x-i).x + (x-i) + i, 
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ottenuto per mezzo délia dîvisîone 



xm 



X — I 






si ha 



X 



o=f[x) = —\ 



— I 



— I 1 



+ ^' 



— I 



— I 



Un numéro positive Zi che, posto invece di x in /(a;), soddisfa aile 

condizioni 

Zi— i+^'>0, 

A— i+c'>o, 



ossia aile 



A— i+>è'>o, 
Z, — !+/'> o; 

Zt>i— ^', 
Z,>i— c', 



^. > I -y. 

Zt>i— -è', 
A>i— /'; 



è un limite superiore ; giacchè tanto per esso, quanto per qualsîasi 
numéro positive maggiore, il polinomio /* (x) si riduce ad una som- 
ma dî termini, tutti a coefficienti positivi, e non puô quindi essere 
o. Ma si trova in questo caso anche il numéro L uguale al più grande 
dei risultati 

\—b'\ I— r';...; I— y; I— iè'; I — /'; 
a quello cioè che contîene il maggiore dei numeri 

rispettivamente uguali opposti ai coefficienti di /(a?); o, in altre pa- 
role, a quel risultato in cui figura il numéro positivo uguale opposto 
al coefficiente négative più grande in / [x) : il che è quanto dove- 
vasî dimostrare. — Cosi l'equazione 



3»' — 3 a;' — 9a;' + Saî — 2 = o 
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si scrive sotto la forma 

o = »'-a;'-3^' + |a;-|=/(x). , 

Il coefficîente négative più grande è — 3, perciô 

Z=i +3=4 

è un limite superiore délie radici reali délia medesima. 

Per ottenere colla stessa regola un limite inferiorè — L' si forma 

Tequazione: 

o = ir(a.) = a;» _ a:» + 3 a;. + la; + i , 

nella quale il coefEciente negativo più grande è — i : 

Z' = I + I = 2 

è un limite superiore délie radici di F [x) = o, e perciô — 2 è un 
limite inferiorè délie radici di f[x) = o, — Concludendo, le radici 
xeali délia proposta sono comprese neirintervallo 

(—2... 4). 

V. Si scrivano in ordine i numerî positivi ottenuti, cambtando 
il segno a tutti i coefficienti negativi del primo membro deW equa- 
zione data, ridoita in modo, che il coefficiente délia più alta potenza 
di X sia positivo; si fàrmi il rapporto fra ciascheduno di questi nu- 
meri e la somma dei coefficienti positivi che nella equazioue data 
precedcno quel coefficiente negativo al quale il numéro considerato 
è uguale opposto; si aggiunga i al più grande fra tutti questi rap- 
porti: il risultato è un limite superiore délie radici reali délia equa- 
zione data. — Cosi per 

O = — 2x^ — 2 x^ -\-lx^ — 5 a;* + a:* — 7 a; -f 3 

si cambiano tutti i segni, affinchè il coefficiente délia più alta po- 
tenza di X sia positivo. 

Si trova 

f[x) = 2.r« + 2:r'^ — 3;r* + 5;irs — ;ir' + 7:v — 3=0; 

si scrivono ordinatamente i coefficienti negativi dopo aver loro cam- 
biato il segno 

3 I 3; 



\ 
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si formano i rapport! 



2 + 2* 2 + 2 + 5' 2 + 2+5 + 7' 

si sceglie il maggîor fra essi; cioè — ; si aggiunge Tunità 

4 

3 ' 

— 4- I = cîrca 2 

4 

è un limite superiore délie radicî reali délia proposta. — Infatti, se- 
nel polinomio 

in cui sono suppôsti positivi il primo, il secondo, e il quarto coef- 
ficiente, negativi gli altri, e di questi ultîmi si sono messi in evi- 
denzaisegni; per tutte le potenzedi x moltiplicate da coefficienti po- 
sitivi si fa una sostituzione analoga a quella fatta nella dimostra- 
zione précédente per x^\ e cosi, se nel primo termine a' a?', si pone 
invece à\ x^ 

[x — l). X^ '\'{X — l) . 0?' -f (-^ — v^' + 

+ (a?— i).(r+(a?— i) + i; 

se nel termine b' x^ invece di ce* si scrive 

{x — i)x^ -\-{x — i) x^ + (^' — i)x -{- [x — i) 4- 1 J 

« 

ed invece di x^ nel termine aP x^ 

{x — i).« + (a; — i) + ^» 



si ottienc 



o =/(a?) = a' (a? — i) a?* + a' (a? — i) 

+ ^'(a?— 1) 



X' 



-^a' {x — i) 
+ *' (a? — I) 



a?' -{-a' {x — i) 

+ *'(a?— I) 

-\-d' {x— I) 



e' 



ar + a' (a? — i) + «' 
■\-b'(x-i) + l/ 
-[■ d' {X — i) -\- d' 



-s' 

Un numéro posîtivo -f"-^i> ^^^ posto invece di x \nf[x) soddisfa 
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aile condizioni ' 

/ a'(Z. — i)>o 

a' (Z. — I) + ^ (Z, — I) + </' (A — I) — ^ > o 
«/ (X, — I) + *' (4 — 1) + </' (Z. - I) — ^' > o; 

ossia aile 

Z,>i 



^.>ï+r7 



A>i+-; 









è un limite superiore ; giacchè tanto per esso quanto per numeri p<>> 
sitivi maggiori, il polinomio f[oC) diventâ una âomma di termini tutti 
con coefficienti positivi e non puô quindi più annullarsi. Ora trovasi 
ncllo stesso caso anche il numéro L ottenuto aggiungendo \ alla 
più grande délie frazioni 



a! -\rb" a' -\- ô' -{- d' ' a' + ^' + d^ 

formate appunto corne si accenna neir enunciato délia regola, la quale 
resta cosl dimostrata. 

È évidente che coll'esempio particolare trattato ora, il quale 
çon chiarezza e semplicità ha condotto a giustifîcare la regola, nuUa 
si è tolto alla verità délia medesima in générale; giacchè una tra- 
sformazione analoga a quella fatta dianzi sulla funzione di quinto 
grado potrebbe ripetersi sul polinomio générale /(x), che cos) si 
ridurrebbe ad una somma di termini corne 

[{x—î) . S—p] xXi 

dove — / (che puô in alcuni termini essere o) è il coefBciente ne- 
gativo che moltiplica la y*^** potenza di x\ cd 5 rappresenta la 
somma dei coefficienti positivi che mf(x) precedono — /: su tali 
termini si potrebbe ripetere parola per parola il ragionamento UXXfK 
IM^ecedentemente) per arrivare aile medesime conclusioni^ 
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Cosi per M equazione 

si scrivono i nutneri 

2; 







8 S 


si 


formano i rapport! 






8 


S 




3 + 5 + 2 


3+5+2+3 


si 


sceglie il maggiore 


che è 

8 




3+5 + 2 


si 


aggiunge i al medesimo ; 






■+f 



3 + 5 + 2 + 3' 



è un limite superîore ; in întîeri, 2 è un limite superiore. 
Per avère un limite inferiore si ricorre alla trasformata 

F{x) = 3x'— 5jc' + 2x* + 8x' + 3x' + 5x — 2 = 0: 

si scrivono i numeri ^ 

5 2; 

si formano i rapport! 

5 2 ■ 



3 3 + 2 + 8 + 3 + 5' 

t » 

si sceglie il maggiore — \ si aggiunge i ; 

^+1 

3 
è un limite superiore per la F{x) =0; 



-(!+■) 



o in intieri — 3 



è limite inferiore per /(x) = O; percîô le radici redi di/(x) = O sono 
comprese nell'intervallo 

(— 3 . . • 3) . 
Si noti che la regola précédente (IV) non è che un case particolare di 
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questa (V); caso cîoè in cui, invece di considerare le frazioni 

d / __iL_. 

SI ritengano i soli numeratori c'\ e'] g* \ % quîndi questa seconda re- 
gola conduce ad un limité generalmente più piccolo di quello fornito 
dalla prima. 

VL Si facciano tutte le derivate del primo membro deW equa- 
zione data, ridotta in modo che il coefficiente délia pik alta potenza 
di X sia positivo: è limite superiore quel numéro che y sostituito nel 
primo membro e nelle sue derivate, conduce a risultati tutti positivi. 
Cosi per l'equazione 

o =f{x) = X* + jc« ^ :t2 — s ;c + 6 
r unîtà è un limite superiore, giacchè 

/(0= + 4; /'(i) = + 4i /"(!) = + 20; 
f" (I) = + 30: f" (I) = + 24 

sono tutti risultati positivi. 

Infatti, se in / (x) invece di x si pone L-^- H^ dove Z è un numéro, 

H una lettera, che puô assumere nel calcolo valori divers!, si trova : 

• 

ora se f(L) ; f (Z); f'^{L) ; . . . sono tutti numeri positivi, f[x) non 
è nullo ne per If=o, ne per H uguale ad un numéro posyitivo 
qualsiasi; ma siccome essendo 

ff=x — L, 

air uguaglianza Zr=o corrisponde Taltra jc = Z; e all'essere H un 
numéro positivo qualsiasi corrisponde la disuguaglianza x'^L\ cosi 
ne per jf = Z, ne per x>Z, f(x) s'annulla; ossia è limite supe> 
riore il numéro L, se per esso f{L) ; f (Z) ; /" (Z) , . . . sono numeri 
positivi: c. d. d. 

Questa regola (regola newtoniana dei limiti) è fondamentale, 
e délia medesima si farà uso costantemente in seguito: le précèdent!, 
e segnatamente la prima, si adopereranno esclusivamente come au- 
siliarie di essa. 

Intanto si puô provare tosto, che un limite dato da una délie 
due regole précèdent! soddisfa a quest'ultima. E difatti, rammen- 
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tando la seconda regola, giacchè la prima non è che un caso par- 
ticolare di essa, un termine qualsiasi del pollnomio /(x) trasformata 
per la dimostrazione^ termine che si cambia in un numéro positiva 
per X = limite trovato L, è 

L(x-,i)5-/].xî (♦) 

ossia 

5.JCÎ + * — 5.x«— /.x«. 

La prima derivata f* (jc), pertanto, si comporrà délia somma di tanti 
termini analoghi alla prima derivata del termine superiore, ossia di 
termini corne 

Ora se L rende positîvo il risultato (*) rende taie anche (**) giac- 
chè sono positive le due parti di questa somma (si rammenti che 5* 
è positîvo): cosicchè la prima derifata è positiva per x = Z: ed 
analogamente per la seconda, la terza, ecc. Dunque il limite tro- 
vato con una délie regole precedenti soddisfa alla regola newtoniana, 
la quale pertanto condurrà generalmente ad un limite più basso, e 
nel caso più siavorevole confermerà i risultati délie regole medeaime. 
Questa osservazione traccia nettamente la via da seguirsi: — 
la prima regola (IV) dà generalmente un limite grossolano, ma otte- 
nibile immediatamente; la seconda (V) un limite generalmente mi- 
nore; la terza (VI) potrà darne generalmente uno più basso. — Sia. 
pertanto la equazione i 

/(jf) = x'— 3 X» + 5 x'— II X + 13 = o: 

per la prima regola è limite superiore 

II -f- I = 12; 

per la seconda lo è 4, giacchà délie due espressioni 

il. " 
I' 1 + 5 

la maggior^ è 3 j per la terza lo è 2 giacchè, come si verifica fa- 
cilmente, 

/(2) = + i9; /'(2) = + S3; 

/"(2)== + i34; /"'(2)«= + 222; 

/"{2) = + 240; />(2) = +I^0. 
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Cosicchè dal limite superiore 12 somministrato dalla prima regola 
si passa al 2 dato délia regola newtoniana. 



Dalla equazione data 



si deduce la trasformata 



o=/M 



/5'(je) = x'^ + 3:v»+ 5^»+ 11X+ 13 = 

che non ha radîci positive, perciè /(x) =0 non ne ha dî négative;, 
e i limiti generali délie radici reali di qiiesta equazione sono o e 2. 
Fin qui dei principî analitici fondamentali : resta ora'ad indi- 
care tutti quet 4)rocessi aritmetici, che ne rendano facile l'applica- 
zione e che spianino la via aile ricerche successive. 
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Dividende pel binomio x — a il polinomio 

f [x) =^ a oC^ '■\' b x^' ^ -{- c jc"*"* 4" • • •/ ^' + ^ ^ "I" A 

<:ompleto o reso taie, si ottiene in générale mA resto numerico R 
ed un quoziente délia stessa natura di/'(a;), ma di grado minore di 
una \inità, quoziente che puô rappresentarsi con 



?M 



^ jc»» - * + 5 x'»-* + Cx^'^ + . . . /jc« + y jc + AT, 



dove A^ B, C, , . . /, y, K sono coefficienti da determinarsi. 
Si ha identicamente 

/{x) = {x-»).,f{x) + R, 

ossia 

ax>"-\-6x>"~^ -^cxP*-*-^.. .-\-Jx* + kx-}-l= . 

= {x — x){Ax'>*-^+£x>»-* + Cx'^-* -{-... +Ix*+7x-[-K)-{-R 



a?»-* + C 



a?»-» + ...+7 
— la. 



x*+K. 
-7« 



x + R 
— Kx 



= A.xrn + B 

— Av. —Bx 

da cui 

(-<4 — tf).««+(5 — * — ^a)a?»-*+(C— tf— 5a)a?»»-* + . ..4- 

+ {7—j — Ioi) a?' + {K— k — 7x)x-\-R — l—Kx 
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uguale identicamente a zéro, qualunque sia 51 valore numerico par- 
ticolare attrîbuito ad x. Perciô questa espressione è annullata da 
quanti si vogliano numeri reali p, ossia è divîsibile per il prodotto 
di quanti si vogliano fattori corne x — p; prodotto che è una funzione 
intiera e razionale in x di grado quai siasi, . diverso quindi e supe- 
riorc di quanto si vuole al grado di f{x): ma ciô, non è possibile 
se nonneirunico caso, in cui ciascheduno dei coefficienti nella espres- 
sione medesima * sia identicamente nuUo. Deve scriversi adunque: 

A — a = o, 

B — b — -/la = o, 

C — c — 5a = o, 



7—j—Lx = o, 

K — k—7oL = o, 

R—l—Koi=:o; 

ossia 

A = a, 

B = â-{-Ao:, 

C= c + B\, 






e, a parole ; un coefficiente qualunque di 9 {x) vaU quello che occupa 
lo stesso pasto in f[x) {contando a par tire da sinistre^); aumentato 
di a volîe il coefficiente che lo précède in ç (a?). Ecco l'algoritmo per 
questo calcolo 



(«) 



M- 


I» 

. 2* 

3' 


a 


b 

xA 


c 
oiB 


• 
J 

. . . a / 


k 
«7 


l 
xK 




A 


B 


C 


7 

* » * • J 


K 


R. 



Esso si compone di tre linee (i% 2* 3») e di w + i colonne; nella 
prima lînea si scrissero, secondo Tordine di loro successione, i coef- 
ficienti di/(a?): nella terza, direttamente sotto a, si pose A^=a: 
poscia dopo aver moltiplicato A per a, si porto il prodotto Aix. 
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sotto b nella linca di mezzo (linea seconda) : si fece la somma, B^ 
due numeri délia seconda colonna e si scrisse B nella terza lii 
si moltiplic6 B per a, il prodotto j? a si porté nella seconda lii 
soHo c\ si fece la somma, Cy dei due numeri deila terza colonna 
e si scrisse C nella terza linea, ecc. 
Per esempia, per la divbione di 

f{x) = 20?* — 43?» — 2X '\-\ 



per X — 3 si trova 








2 


— 4 


— 2 


I 




6 


6 


12 



(3) 

2 2 4 13 

-quindi 

ç (a?) = 2 a-' + 2 a? + 4 ^ = 13; 

-e conseguentemente 

2x^ — 43?* — 2a? + I == (a? — 3) . (2 a?* + 2 a? + 4)+ 13; 
parimenti per la divbione di 

/ (;ir) = a?* — x* + 2x— s 

per X -{-2, ossia per a; — 2 si trova, dopo aver reso compléta la 
fu^zione, 

I G — I o 2 — 5 

— 2 +4 —6 12 —28 (2) 

I —2 3 —6 14 —33; 

e quindi 

ç (a?) = a?* — 2 a?» + 3 a?* — 6 « + 1 4 ^ =« — 33 j 

o finalmente 

«* _ a?» + 2 a? — S = (a? + 2) (a?*— 2 «• + 3 a?« — 6 as + 14) — 33. 

Se, come caso partîcoiare, la funzione/(a?) deve dividersi perof, 
ossia per x — o, allora i coefficienti di 9 (a?) sono ordinatamente quelli 
di f{x)t esclusone Tultimo, che rappresenta il resto ddla divisione; 
cosi per esempio 

/{x) = a?» — a?» + 2 a? — 5 = (a? — o) (ar* — a?» + 2) — S . 

Ecc. Il calcolo précédente acquista importanza dal fatto, che 
il resto R délia divisione di f{x) per ^ — a non è altra cosa se non 
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y (a), ossia il risultato délia sostituziane ht f{x) di a ad x\ cosîc- 
chè quando si debba procedere a sostituzioni di simile génère, puô 
toraare utile valersi dell' algoritmo précédente. Se, per esempio, si 
•domanda il risultato che si ottiene, quando in 

/ (a?) = «• — 3 a^ 4- ar* — 7 « — I 

si pone 2 in luogo di â?; si procède alla divisione di /(f) per x — 2 : 



o —3 I 
242 



o — 7 — I 
6 12 10 



(2) 



6 



5 



il resto di questa divisione^ ossia 9, è il risultato /(2). 
Il procedimento diventa comodo specialmente quando debbansi per 
uno stesso polinomio trovare difTerenti e successivi valori, corne, ad 
esempio, quelli che corrispondono aile ipotesi di x uguale successi- 
vanaente agli intieri 



• .5; 4; 3; 2; i; o; i; 2; 3; 4;... 
Se, per esempio, dato 

/(a-)_a?4_5^ + 3a._7, 

,si domandano /(3), /(2), . . . ecco corne puô disporsi il calcolo: 



:k] • • 



— 3 


— 2 


— I 





X 


2 


3 


I 


I 


X 


I 


1 


I 


I 


— 8 


— 7 


— 6 


— 5 


— 4 


— 3 


— 2 


24 


14 


6 





— 4 


— 6 


— 6 


- 69 


— 2S 


- 3 


3 


- 1 


— 9 


— 15 


200 


43 


— 4 


— 7 


— 8 


- «5 


- 52 



Riguardo a questa disposizione è da notarsi che délie tre Jinee coxn- 
ponenti Talgoritmo précédente \A'\^ la întermedia (seconda) è qui 
soppressa, la superiore (prima) è scritta una volta sola e surrogata 
dalla colonna intestata o e serve cosl per tutti i calcoli; la inferiore 
{terza) è sostituita rispettivamente dalle colonne — 3, — 2,... in fondo 
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aile quali figura il risultato délie sostituzioni in /(a?) del numéro 
dal quale la colonna è intestata; cosicchè 

/(3) = 20o; /(2) = 43j /(!) = — 4: ecc. 

E da notarsi che le due prime linee nella disposizione précédente 
si ottengono immediatamente. 

Nel caso in cui si domandi il risultato délia sostituzione in f{x) 

di una frazione irriducibile — ad a?, si puô seguire il processo ora in- 

dicato, applicandolo non ad /(a?), ma ad un nuovo polinomio z{^y 
ottenibile da quello assai facilmente nel modo che segue. Se per 
esempio in 

/ (a?) = ^ a?* + * a?» + ^ a?* + ^/a? + a;' 

si fa 



a?=-, 



■ 

si trova 



e rappresentando con 

«oî a\\ ^jj at\ ^4 ; 

rispettivamente i numeri * 

a\ bq\ cq^] dq^\ e q*' 

e con z (ar) il polino;nio 



f 



(f)=.(/):.^ 



Si puô quindi applicare Talgoritmo a ;8r(a?), sostituendo, in questo^ 
/ ad a?, e poi dividere il risultato ottenuto per ^: ed è évidente 
che questo procedimento, tuttochè dimostrato qui per un polino- 
mio di quarto grado, vale qualunque sia il grado di /(âr). Ad esem- 



pio, domandisi il risultato /{ — | per 



/(a?)=a?* — 5a?» + 3a?_7; 
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si ha 

[M 



/••• 



S m • • 



1 
I 



— 5 
— 35 

2" 



o 3 

o 1029 

— Ç6 — 132 



— 7 
16807 

1794 



(2) 



donde 



I — 33 — 66 897 — 15013 : 2401 

/(2:7)=— 15013:2401 . 
Del pari se, date il polinomio 

./{x)^=^^-\-SJt^ — 2x^ — 7x — 20, . 

si cercassero i numeri in cui esso si trasforma per x uguale succès- 
sivamente a 

3 113 

— ^ • — 2Lm • — i- T • — — .'n'— • T"— -•■?• 



ossia per x uguale a 



2' 



2 I 1334 

2' 2 ''''2 ' 2'2 '2 ' 



dope aver osservato che i coefficienti del polinomio z {x) sono ordi- 
natamente 



i; 



3x2 = 6; oX2«==o; 2x2» = — 16; 
7x2* = — 112; 20 X 2* = — 640, 



si disporrebbe il calcolo cosl: 



— 4 

I 

2 

— 8 
16 

— 176 

64 

2 



— 3 

I 

3 

— 9 
II 

— HS 

— 205 

— 205 
32 



— 2 

I 

4 

— 8 

o 

— 112 
-416 

— »3 



— I 

I 

5 

— 5 
— II 

— lOI 

— 539 

— 539 
3* 



I 
6 
o 

— 16 

— 112 

— 640 

— 20 



I 

7 

7 

— 9 

— 121 

— 761 

— 761 
32 



I 

8 

16 

16 

— 80 

-800 

-.25 



3 


4 


I 


I 


9 


10 


27 


40 


6s 


144 


83 


464 


— 391 


1216 


— 391 


38 


32 



. . . [A] 



PONCINI. 



.1 
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I risultati deir algoritmo sono quelli che trovansi nella linea 

64; — 205 ... ; 

quelli délia linea sottostante sono i rapporti dei risultati medesimi 
a 2', ossiano i numeri 

cosicchè è: • 

— 3\ — 205^ 



/(-2) = 2; /(^) = 



32 

Se fosse dato 

^/ V I V 2 . , I I , 

y V ; j 36 3 ' 

e si domandasse 

si potrebbe scrivere 

6 AT» — 20;tr»4- 5-^' — 10 ;ir +30 
N / W — 2Q 

applicare il metodo indicato alla funzione 

6 jtr* — 20 ;ir* + . . . 

e dividere il risultatô per 30: .ecco questo calcolo: 



6 





— 20 


5 


— 10 


30 


6 





— 980 


1715 


— 24010 


504210 




30 


150 


—4150 


— 1217s 


— 180925 


6 


30 


— 830 


—243s 


—36185 


15; 

— 323285 






A^\ 


—323285 


il' 





\7 ) 30 

■ 

In taluni casi perô, specialmente trattandosi di una sostituzione 
isolata, potrà forse tornare più comodo applicare addirittura Palgoritmo 
{A) ai coefficienti frazionari di /(ir); corne anche talora, segnatamente 
trattandosi di polinomi incompleti, potrà meglio convenire di ricor- 
rere ad una tavola délie potenze dei numeri e procedere alla sosti- 
tuzione in modo diretto. 
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Quanto précède conduce ad un metodo di calcolo assai spe- 
ditivo per la série dei numeri 

Infatti, sia per psempio: 

un polinomio dî quarto grado: divîdendo questo polinomio /(a?) per 
X — a si ottiene un quoziente, 9 (;r), di terzo grado ed un resto nu- 
merico Ro; dividende (f{x) per x — a si ottiene un quoziente, ^(;c), 
di secondo grado ed un resto numerico Rii e cosi di seguito; tal- 
chè indicando con 6 (^) • e con rs (x) i due successivi quozienti, con 
•Ri ed R^ i due rispettivi restî, ed osservando che r3{x) è = numéro 
/ëli, si ha la catena di identità: 

<f{x) = {x-a)^{x)+R^, 

<K*) = (*-«)6(x) + /e„ 

e(jc) = (jc — aîo(.r)+i?., 
i3{x)=Iii; 

e risaleado con sostituzioni successive dall'ultima délie medesime 
alla prima, si ottengono le espressioni 

Ô (x) = (jc — a) . ie* + iî, 

4,(x) = (x— a)«. je« + (*— a) .ie, + ie, 

ç {x) = (x — «)• ./e« + {x — o.y.Ji» -{-(x — a.).Rt + Ri 

/(x) = (X — «r . ie, + (« - a)' . ie. + • 

Ora, se in quest' ultima identità si suppone jc = a + ^ dove H è 
una variabile, si trova 

ma per altra parte: 

/{x + ff) =/(«) +C^.ff+Ç^H* + 

~ 1.2.3 ^ 1.2.3.4 
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qualunque sia H\ percià dal confronte délie due relazioni (*), (**), 
in forza di quanto si è altra volta c^mostrato, si deduce 

^' /"'(a)=.ie.= e(a), _JL_/^^(a)==R,==t.(«). 



1 .2.3 ' ^ ' i.2.3%4 

I numeri richiesti adunque non sono altra cosa se non i resti délie 
divisioni per x — a dei polinomii successivi 

./W; ?W; ^{A\ ^W; tn^. 

Cosi, ad esempio, pel polinomio di quarto grado 

/(x) =Ar* — 3;c' + 2x' — Sx — I 
si trovano i risultati 

/(i) = 57; \f (i) = 81 ; ^/" (i) = 44; 

\ /''' (2) = — II; . î ^/^^ (2) = I ; 

1.2.3' ^ ' '1.2.3 -4 

nel calcolo dei quali puô farsi uso del seguente algoritmo; 

.1 —3 2 —5 —I 

— 2 10 — 24 58 ( — 2) 

I —5 12—29 57=/<— 2) 

— 2 14 —52 (—2) 

/ 

I -7 26 _8i = !/'(- 2) 

— 2 18 (— 2) 

I -9 44 = 7^/"(-2) 

-2 (-2) 



t^] 



_ 1 1 = _L_/"' (_ 2) 



1.2.3 
(-2) 



1= î /*'(— 2). 

1.2.3.4' ^ ' 
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Per intendere questa disposizione si osservi: che le tre linee supe- 
riori di numeri non sono altra cosa se non T algoritmo noto pel cal- 
colo di /( — 2) = 57; che siccome î numeri i; — 5; 12; — 29 
rappresentano i coefficient! di <p (x), cosi per T algoritmo spéciale al 
calcolo di 

puô servire come priiça linea l'ultima del calcolo précédente» escluso 
l'ultimo numéro a destra; e cosl di seguito. 

Sedato /(x) edata una frazione irriducibile — si domandano i 

q 

risultati 

si puô sbarazzare il calcolo dai denominatori, procedendo su di un 
polinoQiio z (x) dedotto da /(x) e taie che se, per èsempio, 

/(x) = ax*+^x' + ^x' + ârx+^ 

si abbia 

z (x) =: ao X* + ax x' + ^« ^' + ^» ^ + ^4 > 

dopo averfatto 

a^ = a; 

a^ — âgi 

Infàtti si è già visto che è 
Di più si ha 

/' (x) = 4 â: x' + 3 ^ x' + 2 ^ X + â? 

y (x) = 4 tf a ^' + 3 ^1 X* + 2 «s X + ^» ; 
conseguentemente 



\ 
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o finalménte 
Analogamente si troverebbe 



cosicchè pel computo richiesto basta calcolare i numeri 

poscia dividere rispettivamente questi risultati per 

f{x) = x* — 3x'+2;c*— Sx— I 
[si trova 

ITTI ^"' (j J = 3 ; 1.2. 3.4-^' (2) = ^' 

corne risulta dal seguente algoritmo: 



Cosl, dato 



= 2; 



[A] 



I —3 


2 


— 5 —I 


I —6 


8 - 


— 40 — 16 


3 


— 9 


— 3 —129 (3) 


I —3 • 


— I 


-43 _i45,:i6=. — -^ 


3 





-3 (3) 


I 


— I 


— 46, : 8 — — g 


3 


9 


(3) 


I 3 


8,: 4 


= 2 


3 


(3) 




I 6, : 2= 


= 3 




(3) 
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È chiaro che questi procedimenti aritmetici, dimostrati pel caso 
di un polinomio di quarto grado, valgono qualunque siasi ilgrado; 
talchè in générale si sanno rapidamente ottenere i risultati, 

/(*); f /'(«); 7^ /"(«);••• 

che erano appunto Toggetto délie attuali ricerche. 
Se si domandassero i numeri 

dato il polinomio 

potrebbe scriversi 

.,, 2x*4-6x» — 3 y' + X — 6 
f[x) = g 

2 

applicare il metodo indicato ora per la^sostituzione di — ad x nel 

polinomio 

2 X* + 6 :c' — 3 X» + ^ — 6» 

e dividere quindi i risultati ottenuti tutti indistintamente per 6 ; ecco 
il principio del calcolo: 



2 


6 


— 3 


I 


— 6 


2 


I8 


— 27 


27 


— 486 




4 


44 


34 


122 


2 


22 


17 


61 


.— 364,: 81 




4 


52 


138 


(2) 



(2) 



2 26 69 199, : 27 

Cosicchè 



(B- 



-,*, — 364:81 

/ItI^-»-^^^ — = — 0,74.^ 



• • 



,.(î) = 122122 = ,,.... . 



ecc. 



] 
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Siccome è identicamente 
cosi i numeri 

/(o); \f'{oy, ^/'(o);... 

non sono altra cosa se non che i coefficienti di /(«) presi ordinata- 
mente, cominciando dall'ultimo: per 



si ha 



/(o)=i; \f{o)'^ 7 

' /"-(o) =o _-±__/- (o) = i . 



1.2.3.4-' ' ' 1.2.3.4.5 ' ' ' 2 

I 

I calcoli précèdent! trovano una utilissima applicazione nella 
terza regola data pei limiti generali délie radici di 

f(x) = o. 

écorne pot per la regola medesima è sufficiente conoscere i segni dei 
numeri 



/W; f/'W; 73/" W'-- 



e non importano i loro valori, cosi bene spesso basterà incommctare 
r algoritmo [B] per poter concludere subito che il numéro tenUUo è 
limite superiore. 

Tutto questo puà vedersi negli esempi ché seguono: 
I. L'equazione 

0?* + ^* — 5 «'+7^ — 3=0 

ammette per la prima regola i limiti generali + ^ ^ — 8 ; per la 
seconda i limiti — 8 e -|-4î si puô tentare se -f*3 soddisfa alla 
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regola newtoniana: si trova, incominciando : 

I 1—5 7—3 

3 12 21 84 (3) 



I 4 7 28 8i=/(3) 

ed è inutile proseguire, giacchè si è certi che siccome tutti i coef- 
fîcienti délia terza linea sono positivi, cosl pel modo spéciale di for- 
mazione delFalgoritmo \]S\ i successivi risultati 

^r(3); Y^/"(3)..... 

saranno tutti positivi al pari di /(3); 3 aduhque è limite: provisi 
il 2. 

I I — S 7 —3 

2 6 2 18 (2) 



I 3 I 9 l5=/(2); 

ed è inutile proseguire: 2 è limite superiore: provisi i: 

I 1—5 7—3 

I 2—3 4 (I) 



-3 4 i=/(i) 

3 o (I) 



I 3 o 4 = i/'(2) 

ed è inutile continuare: l è limite superiore; o non lo è più, giac- 
chè due coefficienti délia proposta, ossiano i risultati 

sono negativi. — Allô stesso modo il limite iaferiore rapidamente 
si porta da — 8 a — 4 riferendosi al polinomio 

F{x)=^a^ — a^ — 5 35» — j X — 3 
e cominciando Talgoritmo per x=^J 

m 

1 —i —S —7 —3 

7 4* 259 1764 

■ i n > Il ■■ P ■ II' ■ I 

I 6 37 252 1761 (7) 

7 è limitCi ecc. 
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È necessario che lo studioso, riferendosi alla questione dei li- 
miti generali, si convinca sopra un gran numéro d' esempi della ra- 
pidità colla quale si applica la regola newtoniana a mezzo dell'al- 
goritmo \B\ ' 

Possono per ora servire a questo scopo gli esempi seguenti : 

IL Le radici reali delP equazione 

i»' + 2 a?' + 8 a:' — \ox-\'\ = o 
hanno per limiti; 

(prima régola) -f" ^ ^ ^ — ^ ^ 

(seconda regola) -}~ 2 e — 5 
(regola newtoniana) + i e — 3 . 

IIL Le radici reali delF equazione 

a?* — aî' + 2fr* — 4a? + 3 = o 

* 

hanno per limiti: 

(prima regola) -f S ^ — S 

(seconda regola) + 3 e — 5 

(regola newtoniana) +1 e — 2 . 

IV. Le radici reali dell' equazione 

0?» + a:' — 166 oî + 661 =» o 

hanno per limiti gênerai i 

(prima regola) -\-\6t t, — 662 

(seconda regola) + 84 e — 662 

(regola newtoniana) + ^^ ^ — ^^ • 

Per passare rapidamente dal limite + 84 al + 10 e dal — 662 
al — 16 non si ha a far altro che. tentare se la regola newtoniana 
è verificata per numeri assai distanti fra 4oro; come 50, 20, . . . pel 
passaggio da 84 a + 10 [equazione data/(a;) = o]; 500, 100, 50, 20 
pel passaggio da 662 a + 16 [equazione trasformata /^(a;) = o]: 
ciascheduno di questi tentativi è brevissimo : ad esempio ecco quelle 
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che prova che 50 è limite 



I — 166 661 

50 2550 (50) 



I 51 

è inutile continuâre, ecc, ecc. 

V. Per le radici reali dell' equazione 

/(a;) = a?* — 2 ir* — 10 rc' + 30 a?' + 63 0? — 120 = o 

si trovano i limiti; 

(prima regola) + 121 e — 31 

(seconda regola) -f ne — 11 

(regola newtonîana) -f- 2 e — 3 . 

VI. Per r equazione 

si trova; 

(prima regola) +9 ^ — 9 

(seconda regola) -f" ^ e — 2 

(regola newtonîana) + 7 e — i . 

Il computo dei numeri /(a) ; - /' (a) ; /'' (a) ; . . . trova 

un' altra utilissima applicazione in quanto segue : 
Siccome è 

cos), dovendosi calcolare prima / (a) e poi parecchi altri risultati ot- 
tenibili con numeri diversi da a, uno qualunque dei quali sia espresso 
da fjL'\-H, si potrà in ciascheduna délie sostituzioni successive, 

attribuendo ad H il valore conveniente e ricorrendo allô sviluppo 
précédente, valersi dei numeri 

1 1 . Z 
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calcolati uaa volta tanto, e che possono in questo caso chiamaisi 

numeri fissi, 

£d ecco, in un esempio, il lato pratico di un calcolo siffatto. 

L'equazione 

f[x) = ji:5 4-^4-5 :c« — 2x^ — 5jp — i = o 

ha una radice positiva unica; è limite superiore per questa 5 -f- 1 = 6 

(prima regôla), : — ; r— +1=2 circa (seconda regola), 2 (regola 

ï + I + 5 

newtoniana); e si ha 

/(2) = + 69; /(i)=-l; 

cosicchè taie radice è compresa fra i e 2: venga proposto ora di 
restringere i luniti per la medesima: i numeri da sostituirsi \xif{x) 
saranno tutti compresi fra i e 2, saranno uguali cioè all'unità au- 
mentata di una certa frazione H^ ed il risultato di ciascheduna so- 
stituzione sarà in générale 

/(i+/f)=/(i)+/f^+^-ç^+... 

Calcolinsi percià i numeri fissi 



essi sono ordinatamente : 



9 9 * * * s 

I ' 1.2 ' ' 



— I; 15; 29; 19; 6; i; 
si moltiplichino rispettivamente per 

— i; H; H*] IP; H*\ IP; 

e somminsi i prodotti ôttenuti ; nella somma si ha il risultato 

Cos)| se i numeri fissi vengono moltiplicati rispettivamente per 

i; 01 ; (0,1)'; (0,1)»; (0,1)*; (0,1)* 

e se i prodotti ôttenuti 

— 1,00000 
1,50000 
G, 290 00 
0,01900 
o, 00060 
0,000.01 
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sono sommati assieme, si ottiene il risultatp 

/(i,i) = + 0,809 610; 

e siccome/(i) è negativo, cosi la radice è compresa fra i ed 1,1. 
— Del pari se i numeri fîssi superiori sono rispettivamente molti- 
plicati per 

l; 0,05; (0,0S)«; (0,05)»; (0,0$)*; (0,05)^^ 

e se i prodotti ottenuti 

— 1,0000000000 
0,7500000000* 
o, 072 500 000 o 
o, 002 375 000 o 
o, 000 037 500 o 
o, 000000312 5 

vengono sommati assieme, si ottiene il risultato 

/(i,05) = — 0,175 087 187 5: 

e siccome /•(i,io) è positivo, cosi la radice è compresa fra 1,05 
e 1,10. 

Continuando, se i soliti numeri fissi sono moltiplicati rispettiva- 
mente per 

I, 0,6; (0,06)»; (0,06)»; (0,06)*; (0,06)* 

e se i prodotti ottenuti 

— 1,0000000000 
o, 900 000 000 o 
o, 104 400 000 o 
0,004 1040000 
0,0000777600 

o, 000 000 ^^^ 6 

si sommano insieme, si ottîene : 

/(i,o6) == + 0,008 582 537 6, 

e siccome /(i,05) è negativo, cosi la radice richiesta è compresa 
fra 1,05 ed i,ô6, ecc. 
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E chiaro perô che in una questione corne quella che pré- 
cède, non importa conoscere il valore completo délia sostituziooe 
/(a + //), basta conoscerae il segno: a questo pure si presta assai 
^facilmente il metodo attuale. 
. Fer esempio, dato il polinomio 

si ricava, cominciando le sostituzioni per ^= i 

/(i)= -4; /'(!) = + 36; 

ecc. (i risultati seguenti sono tutti positivi). 

Or bene, si domanda: /(i,2) è positivo o negativo? 

Si ha 

/(i,2) =/(!)+ 0,2/' (i) + ... 

= — 4 + 7,20 + numeri positivi = numéro positivo. 

— Del pari il polinomio 

/ (^) = 7 jpe — 10 «* — 9 iC« -f 8 JP — 5 
che per ^=1 fornisce, cominciando l'algoritmo 

/(l)=-9; /'(l) 8; -I-/" (I) = + 36, 

(i risultati seguenti sono tutti positivi), è positivo o negativo per 

^ jic:==l,2? 

Hassi 

/(I,2) =/(l) +0,2 ./'(I) +0,04. Ç^ + .. . 

s= — 9 _ 0,2 X 8 + Oj04 X 36 -f numeri positivi 

=• — 9 — 1,6 + 1,44 + numeri positivi 

= risultato presumibilmente negativo, corne in questo caso si puô 
verificare difatti completando la sostituzione. 

— L'equazione 

f[x) = x^-\-2a^'\'ix — 7 = o 

ha un sola radice positiva p, è limite superiore (regola newtoniana) 
2, e si trova 

/(2) = + 57S; /(i) = — i; 
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dunque p è compreso fra i e 2; si tratta di serrare questi limiti. 
Coiftînciando ralgoritmo per «= i, si trova 



/(O 1; 



7/'(i) = -f22; 



1 .2 



/"(i) = +S6; 



ecc. (risultati tutti positivi). 

Ora per x^ i,i,/(i,i) è positive o negativo? ^ 

/(i.i) ==/(!) + 0,1/' (i)+(o,i)v^)+.;. 

s« — I -|- 2,2 -|- numeri positivi = risultato positive : la radice p è 
dunque compresa fra i. ed 1,1. 

ContinuandOy il poHnomio è positivo o negativo per or =1,05? 
Hassi 

/(i.os) =^(i) +0,05 ."^-^ + (o,osr .•^+ . . . 

= — I + 1,10 -{-numeri p<5sitivi: la radice cercata è dunque com- 
presa fra< I ed 1,05. 

Pfoseguendo, il polinomio dato è positivo o negativo per « = 1,04? 
si ha 

/(i,04)=/(i)+o,04.4ii + (0,04)' . Vv+ • • • 

= — I + Oj88 -f- 0,0896 + 0,006656 -f- numeri positivi 

= — I +0,976256.. . 

Il risultato molto presumibilmente è negativo : del resto è facile ve- 
riiîcarlo completando qui il calcolo. Conseguentemente per la radice 
cercata vale la limitazione 

i>04<p<i,05. 

Talchè si è arrivato assai rapidamente sino ai centesimi délia radice 
positiva unica di 

f{x) = :«;* + 2JP*-f-3:r — 7=0. 

Questo metodo, del quale si farà grande uso in seguito, puô chia- 
marsi metodo dei tentativi di sosHtuzione. 

Una questione più générale délia précédente, e che si présen- 
tera, più innanzi, è quella di far servire la conoscenza dei numeri 



/(«); Y /'(«); i^/^''^;--- 
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al calcolo non solamente di 

ma eziandio a quello di 

Ed eccone il modo: 

Si ha identicamente^ 

» 



' 1.2.3.4' 



/'(a + /0= /' («) + /f. /"(«) + /r».Ç|Û + 



' 1.2.3 



/''(a + /0= /"(a) + ^.£l^> + 



+^./:>)+.. 



1.2 

Ed è chiaro che se st dispone Talgoritmo: 

Linea fond.» /(a) /'(a) /"(a) /'"(k) /"(«)... 



I' 



2» 



3* 



4* 



//"./'(a) H.f'{<t) H. /'"{%) ff./"(») 

I I I I 

H.H.r^jft^ HM,r''{!t) H. H. f^ (a) 

1.2 1.2 1.2 

H.H.H.f'ja) H.H.Hf («) 
1.2.3 1.2. 5 

H.H.H.H.fja.) 

^^^'~^ ••« «ti «•• ••• 

1.2.3.4 
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— nel quale il termine di posto »'**'^ (si conta a partire dasinistra) 
di una qualsiasi délie linee, esclusa la fondamentale, è il prodotto 
per H del termine (n + ty^^ délia linea immediatamente superiore 
a quella che si considéra, prodotto diviso pel numéro d' ordine pro- 
gressive di quest'ultima linea — ; le somme dei termini coiltenuti 
nelle colonne sono rispettivamente: ' 

Ecco l'uso che si farà in seguito di quest' algoritmo. Si troverà ad 
esempio, con metodi che si svilupperanno più innanzi, che l'equa- 

zione 

o = i^(a?) =8a?* — 4 a? — S 

ha la sua unica radice positiva p compresa fra 1,0471 ed 1,0473; ^^ 
allora si richiederà di eseguire le sostituzioni 

i?'(i,047i) e i?'(i,0473): 

e di più di rinserrare i limiti nelFultima cifra, in modo cioè che 
essi non differiscano se non di una unità deir ultima specie. Sup- 

posto a= 1,047 ^î calcoleranno i numeri: 

■ 

I F (1,047)= — 0,006153416 

F' (1,047) == 22,309016 

F'' (1,047) = 50,256 

i?^''' (1,047) = 48 
e in base ad essi si svilupperanno i tre successivi algoritmi. 





—0,006153416 


22,309016 


50»256 


48 


. 


0,002 230 901 6 


0,005 025 6 


0,0048 


(/f=: 0,0001) 




0,000000251 28 


0,000 000 24 








0,000 000 000 008 








(♦) 


— 0,003 922263 112 


22,314041 84 


50,260 8 


48 




0,002231 404 184 


0,005 026 08 


0,0048 


{H= 0,0001) 




0,000000251 304 


0,000 000 24 








0,000 000 000 008 








(-) 


— 0,001 690607 616 


22,319068 16 


50,265 6 


48 




0,002231 906816 


0,005 02^ 5^ 


0,0048 


(^= 0,0001) 




0,000000251 328 


0,000 000 24 








0,000 000 000 008 








(•*♦) 


0,000 541 550 536 


22,32409496 


50,2704 


48 



POMCINX. 
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— Il primo di questi ^Igoritmi sî riferisce al caso di a = 1,047 ^ 
di //"s 0^,0001; perciô esso conduce aixnumeri 

7^(1,0471); /^' (1,0471);... 

i quali trovansi nella linea (*). 

— Il seconde di questi algoritmi considéra il caso di a = 1,0471 
e di Zf= 0,0001; con esso si ottengono i risultati 

^'(1,0472): /^' (1,0472);... 

che sono quelli dîsposti nella linea (**). 

— Il terzo algoritmo finalmente considéra il caso di a = 1,0472 e 
di //"= 0,0001 e conseguentemente fornisce i risultati: 

^(1,0473); /''(i,047j);... 

che trovansi scritti nella linea (***). 

— S'intende facilmente il modo di formazione délie diverse linee in 
ciascheduno di questi algoritmi, quando si pensi a ciô che venne 
detto dianzi in générale; per esempio i numeri délia seconda linea 
(esclusa la fondamentale) del secondo algoritmo si ottengono cosl: 

0,00502608 

X 0,0001 = 0,000 000,25 1 304 • 

0,0048 

X 0,0001 = 0,000 000 24, 

V unico numéro délia terza linea dell' algoritmo medesîmo in questo 
modo: 

0,000 000 24 

X 0,0001 = 0,000 000 000 008 : 

3 
ecc. 

Siccome i^ (1,0472) è negativo ed 7^(1,0473) è positivo, cosl per la 
radice rîchîesta dell' equazione 

Sa?' — 4a? — 5 = 

vale la limitazione 

1,0472 <p< 1,0473; 

e di più sî conoscono ora î numeri 

7^(1,0472); ^-(1,0473); 7?-' (1,0473) 

necessâri, come si vedrà in seguito, per poter continuare il calcolo 
délia radice. 
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^- È ben da notarsi qui che i risultati 

. F[ifiA7)\ ^(1,047); -P^' (1,047); 



•rf 



i quali hanno servito di base al calcolo précédente, possono dedursi 
con un calcolo simile partendo dai numeri 

F[i,04)\ /^' (1,04), . . . 

«e questi alla loro volta partendo dagli altri 

Insoxhma mediante l' algoritmo [C] si puô in générale valersi dit ri- 
:sitltaH ottenuti sostituendo nella série 

uid œ fin numéro semplice ol^ percalcolare i risultati délia sostituzione 
ad X di un numéro successivo ot + -^ ^^ guante cifre si vogliono. 

Se si considéra attentamente quanto si è fatto sin qui, si vedrà, 
che si sono potute conoscere rapidamente limitazioni assai vicine 
per l'unica radice positiva deirequazione 

/(a?) == a?* + ^* + 5 ^' — 2 3?" — 5 a? -^ I = o, 
e deiraltra 

« 

e che nello stesso modo potrà procedersi, ogniqualvolta da un solo 
cambiamento di segno mf(pc) o in F{x) sarà accertata Tesistenza 
di un' unica indice positiva o negativa délia proposta 

f{x) = o, 

Questo accade talora quando Tequazione si riferisce ad un proble- 
ma di scienza applicata; ed è cosl per esempio délia equazione 

a?s + 2 £t'* + a?* — 9,1236.3? — 4,5618 = 0, • 

la quale si riferisce ad un problema di idraulica, e la oui unica ra- 
dice positiva è compresa, corne si trova tosto applicando i metodi 
précèdent!, fra 1,43 ed 1,44. 
£ cosi del pari dell' equazione 

a?» -7- 0,0081 .a? — 0,0163 = o, 
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la quale ha rapporto con un problema di resistenia dei materiali, e 
la cui unica radice positiva cade fra 0,26 e 0,27, 
È cosi in terzo luogo per la equazione 

• 

x^ — 0,0025 i,x — 0,0314 — o, 

la quale si riferisce ad un problema di tecnologia del calore, e la 
cui radice positiva trovasi tosto compresa fra 

I 

0,50 e 0,51, ecc. 

Anche in taluni casi specialissimi, nei quali le variazioni sianô più 
d'una, puà dedursi qualche cosa di définitive riguardo aile radici^ 
Ad esempio l' equazione 

f{x) =0?* — 40?' — 3a?4"2^=o 

per la regola di Descartes ha due radici positive al più, aile 'qualt 
la regola newtoniana assegna il limite 4 e si ha , 

/(3) = — 14; /(4) = + iO. 

Ora in générale fra 3 e 4 potrebbe esistere un numéro dispari di 
radici; ma siccome le radici possibili in qu^sto caso spéciale sono 
due soltanto, cosi fra 3 e 4 esiste una sola radice délia proposta; 
Taltra si verifica che è 2. Del pari, l' equazione 

f{x) = a?' — 5a? + 3=o 

ha due radici positive al più; il limite superiore ottenuto colla re- 
gola newtoniana è 2, e si ha 

/(2)=i ed /(i) = — i; 

cosicchè fra I e 2 pu6. esservi un numéro dispari di radici ; il che 
non è conciliabile col caso attuale, se non ammettendo che fra i e 2 
ve ne sia una sola: Taltra esiste fra i e o, giacchè 

/(i) I. /(o) = + 3; 

Inoltre si deduce 

< 

F{x) = x^ — Sx — i = o, 

che ha una sola radice positiva fra 3 e 2: dunque, raccogliendo, 
la proposta ha tre radici reali; una fra — 3 e — 2; una seconda 
fra o ed I, ed una terza fra i e 2; etc/ 
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Ma perô nel caso générale, in cui/(â?) présenta più varia- 
zioni, i soli principii precedenti non bastano a risolvere completa- 
mente la questione: non si sa decidere se fra due risultati dello 
stesso segno esistano ... 4; 2; o radici, e se fra due di segno op- 
posto ne esistano ...5; 3; i. Il passaggio dai limiti général! — L' 
e -}- Z, i quali comprendono tutte le radici reali di 

« 

f{x) == o 

a tante coppie di limiti, ciascheduna délie quali comprenda una sola 
di esse, è quanto dicesi la separazione délie radici^ ed è in ciô che con- 
siste la diflicoltà vera délia ricerca délie radici, e superata questa, il 
problema è risolto. — A tal fine si ricorrerà a nuovi principî de- 
sunti dalla rappresentazione geometrica del polinomio / {x) , rap- 
presentazione délia quale trattano i capitoli seguenti, dal quinto al 
iiono. 



CAPITOLO QUINTO. 



Per determinare la posizione di punti situati in un piano si 
puô far uso del metodo seguente. — Si segnano sul piano due 
rette fisse perpendicolari, e si misurano le distanze aile quali si 
trova, tanto dall'una quanto dall'altra, ciascheduno dei punti dati. 
Cosi se X ed y (fig. i) sono queste due rette fisse {assi; asse délie 
X ed asse délie y) ed il lorb punto d'intersezione {origine)^ la 




Fig. I. 



posizione del punto qualsiasi M^ situato sul piano délie due rette 
fisse, viene determinata misurando la distanza 



FM = TTQ del punto da x 



e quella 



QM = I'Q da y\ 



a queste distanze converranno numeri o intieri o frazîonarî, o limi- 
tati fra due frazioni tanto prossime quanto si vuole"; insomma nu- 
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meri qualsiansi délia série reale da o a -f* ^^« — Viceversa, segnati 
in modo invariabile i due assi sul piano, la conoscenza dei numeri 
relativi aile distanze P M e QM^ che corrono fra ciascheduno degli 
assi medesimi ed un punto del piano, serve alla determinazione del 
punto; cosi se, per esempîo, QM vale quattro e FM cinque unità 
lineari, si stacchi a partire da OsuU'asse x il segmento O P lungo 
quattro, e sull'asse y il segmento O ^ lungo cinque, adottando in 
queste operazioni una certa scala comune ad arbitrio ; dagli estremi 
i^e j2 cosi ottenuti si conducano le parallèle ad x ead j; il punto 
in cui queste parallèle si segano è il punto M, distante quattro unità 
da j.' e cinque da x. — Perô i due assi x ed y^ segandosi, determi- 
nano non solamente T angolo retto considerato sin qui, ma bensl i 
quattro angoli délia fS^. 2 {superiore a destra, superiore à sinistra^ 
inferiore a destra^ inferiore a sinistra per un osservatore che guardi 
la figura) ; talchè in realtà quando si avessero a considerare i quattro 



y 



\f 



M 



A 



■T-Y 







I i \ 



V- 



Fig. 2. 



M 



punti M, M\ M", Jf ', vertici del rettangolo i cui lati sono, uno 
il doppîo dî FM, Taltro il doppîo di QM, si troverebbero per ciasche* 
duno di essi quellî stessi numeri trovati per M; e reciprocamente, 
volendo costruire il punto, pel quale «si assegnano speciali distanze, 
si otterrebbero quattro soluzioni del problema [M, M', M", M'"). 
Affinchè adunque la posizione di un punto del piano fosse fissata 
senza ambîguità, occorrerebbe îndîcare fra i quattro angoli definiti 
dianzi quello in cui il punto giace o deve essere collocato: ed è 
quanto si ottîene a mezzo délia seguente convenzione sui segni, 

Una retta (ossîa una direzione e la direzione oppostà) puô con- 
sîderarsî come il luogo délie posizionî occupate successivamente da 
un punto che, seguendo costantemente la medesima, scorra in modo 
continuo sul piano (in un senso o nel senso opposto): — e un seg- 
mento di retta quindi puà riguardarsi, come una porzione limitata 
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di taie luogo. £ sotto questo punto di vista che si considerano i 
segmenti (TP, ITQ, ÔF' ed ZTÇ' e qualsiasi altro staccato suU' asse 
œ e sull'asse y; corne generati, cioè, da un punto che seguendo 
Tuna o l'altra délie direzioni» aile quali i segmenti medesimi ap- 
partengono, parte da un estremo di essi e va ail' altro estremo. 

NuUa di più naturale intanto di convenire che V estremo, dal 
quale parte il punto mobile generatore, sia per tutti i segmenti 
quello stesso punto O in cui si segano gli assi. Ciô ammesso, per 
generare O F, è necessario che il punto mobile vada da O verso 
destra^ mentre per generare O F' è necessario che il punto mobile 
procéda da O verso sinistra: i due segmenti O F ed O F^ quindi, 
quantunque lunghi egualmente, sono descritti da punti che seguono 
direzioni opposte; ed è quanto analiticamente si conviene di distin- 
guere coU' attribuire loro segni opposti; cosi se O F vale quattro 
unità positive, ossia +4; O F vale quattro unità négative, ossia — 4. 
Del pari, per ottenere il segmento Qf è necessario che il punto 
generatore scorra da verso V alto, mentre per ottenere O^ è pe- 
cessario che esso vada da O verso il basso; i segmenti O Q ed O Q 
quindi, quantunque lunghi egualmente, vanno considérât!, geometri- 
camente come aventi direzioni opposte, ed analiticamente come aventi 
segni opposti; cosicchè "U^ vale cinque unità positive, ossia + 5î 
ed O (^ cinque unità négative, ossia — 5. Talchè le due distanze 

pel punto M sono -(-4 ^ +5 

pel punto M^ sono — 4 e -|- S 

pel punto M^' sono — 4 e — 5 

pel punto J/"' sono + 4 ^ *— 5 • 

e in questa guisa ciascheduno dei quattro punti ha una caratteristica 
a se, che lo distingue perfettamente dagli altri tre. 

Concludendo adunque; un punto del piano è perfettamente 
determinato e non puô confondersi con alcun altro, quando le di- 
stanze che il medesimo ha dai due assi vengano assegnate non solo 
col loro valore assoluto (come sarebbe il caso in determinazioni di 
lunghezze, di aree, ecc); ma anche con un segno +0 — che at- 
tribuisce al punto una posizione relativa spéciale. È ben da notarsi 
che la convenzione précédente corrisponde alla convenzione dei nu- 
meri negativi fatta in aritmetica générale ; e che in forza délia me- 
desima si è in grado di staccare o suU'asse x o suU'asse y un seg- 
mento misurato da un numéro qualsiasi délia série reale da — 00 
a +00. 
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In générale le due distanze oc e ^ del punto M dai due assi, 
prese in questo senso lato, diconsi le coordinate di M; e più pre- 
cisamente a V ascissa o la â?, e ^ \ ordinata o la^; per indicare 
ciô 31 fa uso délia notazione M{%\ ^) o (x; ^):la notazione più gé- 
nérale (â?; y)f in oui â? ed ^ possono essere qualsiansi , rappjresenta 
un punto qualunque fra tutti quelli determinati per mezzo délie loro 
distanze dai due assi speciali x td y; mentre la notazione {x'; y) 
esprimerebbe la stessa cosa, ma quando i due assi fossero le rette 
a?' ed y. 

I. Il punto (o; P) giace sull'assey sopra O o sotto O, secon- 
dochè p è positivo o negativo, e si ottiene staccando suU' asse stesso a 
partire da O un segmento di p unità (positive o négative): analo- 
gamente il punto (a; o) giace sulFasse x a destra o a sinistra di 
0, secondo che a è positivo o negativo, e si ottiene staccando sul- 
Tasse stesso a partire da il segmento di a unità (positive o né- 
gative) : il punto {o; o) è l'origine 0. — 

I due punti -*/(3, o), M' [i] o) (veggasi la fig. 3) giaciono sull'asse 
Xj entrambi a destra di O, e la loro distanzn M' M vale 

Olkt— UIP = 3 — I ; 




F«. 3. 

i due punti M{s; o), M^ (2"; o) giaciono suU'àsse x, il primo a 
destra di O, il secondo a sinistra; corne scorgesi nella figura , la 
loro distanza (nel computo délia quale deve considerarsi unicamente 
Taggregato délie unità, indipendentemente dai segni) vale evidente- 
mente 3+2, ossia 3 — 2; — i due punti Jlf(4jo), M' {6\ o) 
giaciono sulPasse x entrambi a sinistra di O, e la loro distanza 
M^JIf vale evidentemente unità 6 — 4, ossia unità 4 — 6. 
Se si confrontano i risultati ottenuti per la distanza M^ M nei tre 
casi numerici trattati; ossia i risultati 

3 — 1; 3— î; 4 — 6 

si vede che, in forza délia convenzione dei segni, Tespressione délia 
distanza fra i due punti dati situati suU' asse x è costantemente, co- 
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munque siano coUocati questi punti rispetto ail' origine O, la diffe^ 
renza cke passa fra Vascissa maggiore e la minore: cosicchè in gé- 
nérale la dîstanza M* M fra i punti J/ (a ; o) ed M^ («' ; o) è a — ai 
se a è > a'. È évidente înoltre che awiene lo stesso per due punti 
situati su una parallela alFasse x\ per esempto, se taie parallela è 
condotta per B essendo O B ==? P, è certo che tutti i punti giacenti 
sulla medesima, hanno la stessa ordînata, e due di essi possono rap-. 
presentarsi con («;f^) ed (a'; %)\ ad essi è perfettamente applicabile 
quanto fu detto preceden terne nte, relativamente ai due punti situatr 
suirasse x] ossia la loro dîstanza è in ogni caso rappresentata da 
% — a'. In générale adunque la differenza fra le due ascisse {la mag- 
giore meno la minore) rappresenia la distanza fra dite punti situati 
sulV asse x o sopra una parallela a questo. È appena necessario ag^ 
giungere, che una conclusione affatto analoga si ottiene per due punti 
situati suir asse y o sopra una parallela a questo; ossia che la distanza 
fra i medesimi è sentpre la differenza fra le due ordinale [ordinata 
fnaggiore meno ordinata minore). 

II. Se a, p, a', \! sono numeri posîtivî, î punti M{^\ P), AT (a'; p') 
cadono neirangolo retto superiore a destra. Portati a posto questi 
punti (fig. 4) e guidata M N parallela air asse a?, N M vale p — p\ 



3/^ 




Fig. 4. 



J/'iV, a — a' ed WIH^, (« — »')' + (? — PO* î ^onà^ ricavasî che 
il numéro da cui è niisurata la distanza M^ M dei due punti dati 
è uguale a 



Questa formola, dimostrata nel caso, in cui i due punti M^ ed M 
cadano nell' angolo retto superiore a destra, è vera, e non è necessario 
provario direttamente, in générale dovunque si trovino i punti M ed 
M^\ giacchè sarà in ogni caso possibile costruire il triangolo M M^ N\ 
i punti M\ N si troveranno sempre sopra una parallela ail' asse x, 
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quindi la loro distaoza M^ N per quanto fu detto precedentemente 
varrà costantemente a — a'; del pari i puntî M N, cadranno sempre 
sopra una parallela ail' asse y, quindi la loro distanza N M verra 
data da P — P': e finalmente la richîesta lunghezza M^ M sarà in 
ogni caso espressa dalla^ formola trovata dianzi. Se, per esempio, i 
punti dei quali cercasi la distanza sono M {2; 2) ed M^Çï;"^) è 



M M= V (2 —'^Y + (2 — 3r = 5,83 ... 

III. Sul piano sono segnati gli assi perpendicolari x ^A y se- 
gantisi in (fig. 5): si individua il punto O {fi\ p) e per esso si 
guidano le rette x' ed y, rispettivamente parallèle ad a? e-ad y. Un 
punto qualsiasi del piano puô riferirsi ora indifTerentemente o ai 



r 




/ 



ïr 



d 



primi o ai second! dî questî assi e denotarsi perçîô o con (x]y) o 
con {^\y% Quali relazioni esîstono fra le coordinate [x\ y) e quelle 
(a/; y) dello stesso punto qualsiasi /,? Giaciano 0^ ed il punto qua- 
lunque / nell' angolo retto svperiore a destra, formato dagli assi a? 
ed y. Se IP è normale ail' asse ^ e sega x' in -P', si ha 



'PÏ=Q(y-\-P'I=p'\-F'J; 



ossia 






a?' = a; — n 

y'=y—p. 



Queste relazioni, dimostrate vere nel caso spécial^ in cuî (y ta I 
cadano nell' angolo retto superiore a destra, sono vere — e non è 
necessario dîmostrarlo — comunque sîano collocati questî punti ri- 
spetto ad O; e ciô per le espressioni generali délie distanze fra due 
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punti situati su una parallela ad ar, e su una parallela ad y. Cosl, 

per esetnpio, il punto i J; — L ossia il punto determinato dalle due 

relazionï simultanée a? = — 2; ^^ = 0,5, riferite ai nuovi assi «' ed 
y, la cui origine è 0'{i; 3)1 ha per coordinate 

xf = — 2 — 1 = — 3; 

il punto (5 ; 3 ), ossia il punto per cui è a? = 5, ^ = — 3 riferito ai 
nuovi assi ^ ed y, la cui origine è ^î 1 7;4^) ha per coordinate 

a?' = 5— 7 = — 2 

/ = — 3 +|= — 2|, ecc. 

£ necessario che lo studioso noti, corne la convenzione, fatta sui 
segni,. la quale .ha condotto ad una précisa determinazione dçl punto 
per mezzo délie sue coordinate, penqetta eziandio dl considerare le 
questioni sotto un punto di vista générale, e di raggruppare in una 
sola formola vari casi che altrimenti esigerebbero una formola spé- 
ciale per ciascheduno. In accordo colla convenzione medesima poi 
si chiamerà in seguito régions délie x {délie y) " positive o négative 
quella fra le due parti del piano, determinate dairasse;ir {dalVasse y)^ 
iiella quale cadono le asclsse (le ordinate) positive, o négative. 
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Se si stabilisée una condiziohe fra Tascissa e Pordinata; per 
esempio, se si vuole che sia 

ordinata = ascissa + i, - 

Oy corne si suole scrivere, 

y = X'\' I, 

è chiaro che non tutti i punti del piano possono soddisfare alla 
medesima, giacchè, per esempio, tra i punti in numéro infinitamente 
grande, che hanno la stessa ascissa i, risponde al caso quel solo 
la cui ordinata si ottiene dalla relazione précédente, ponendo in ess^ 
r unità invece di x] ossia il punto d' ordinata 2 : — del pari di tutti 
i punti, in numéro infinitamente grande, aventi F ordinata x.soddi- 
sfa alla condizione précédente quel solo, la cui ascissa si ottiene da 

j^=»Ar+i facendoj^ = — i, 

ossia la cui ascissa è 2: — e in générale un punto del piano J/(a ; P) 
non conviene alla condizione posta se non è identicamente p = i -|-a. 
Dunque la condizione j = ;r -|- i rappresenta una série spéciale di 
punti situaii sul piano, ad esclusione di tutti gli altri. Essa è un caso 
particolâre di una relazione più générale, 

py = a; x-^-V, 
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-dove /, a\ V sono tre numeri, ed j/ ed ;r rappresentano Tordinata 
e Tascissa di qualsiasi punto che convenga alla medesima: questa 
relazione puà porsi sotto la forma 

P P 



ossia, facendo 

a! \p 



= a, 



b'ip=zb\ y = ax-{-ô 



Pertanto a questa condizione non soddisfa il punto M{x',^) del 
piano, se non è identicamente ^ = ax -{-â: essa adunque rappre- 
senta un luogo geometrico : qualunque numéro délia série r'eale da 
— oo a -j-ooy preso per ascissa, conduce ad^una, e ad una sola 
ordinata; e in forza délia legge di continuità, cui va soggetta la 
funzione ax -\-i, si possono individuare punti di questo luogo vicini 
tanto quanto si vuole. Se è identicamente , 

sono 

» 

tre di questi punti : si individuino i medesimi sul piano, facendo (fi- 
gura 6): , ' 

WP=9l\ Jniï=^\ 7TP'=9!\ 

TT^r^p'. ^77^77 = a"; i^" M'^ = p" : 

N 





F' f' 



Fiff. 6. 



per M^ ed J/" si conducano le M^ Q ed AT" i? parallèle all'asse x\ 
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risulta 



-e si deduce dai triangoli rettangdli MM' Q, M' M" R\ 

B — B' B' — 6" 

tang. Jlf J/' Q = l ^ ; tang. M^M''R = ^, ^ . 

a — a oc — a 

Ma le identità precedenti 

sottratte due a due, forniscono 

P — P' = tf(x — a'); P' — P" = tf(x' — a"); 
•donde 



a — a' a' — a" 



= ^, 



ossia 



-e percîô 



tang. MM' Q = tang. M' M" R = a 
angolo MM' Q = M' M'' R: 



quîndi è una sola la direzîone dei due segmenti M'^ M'^ M' M] in 
altrî termini i tre puntiM^ M' M^" sono in linea rettai e questo si veri- 
fica, coinunque si scelgano e per quanto sia^o vicini i tre punti nnie- 
desimi; cosicchè, concludendo, il luogo geometrico di tutti i punti 
le cui coordinate soddisfano alla relazione 

è una linea retta, g, 

Dei due angoli che essa forma colPasse x uno ha per tangente tri- 

gonometrica a (F angolo MM' Q sulla figura) ; di più, siccome, con- 

dotta dal punto B, in cui g sega l'asse_y, la -65 parallela ad x^ 

risulta 

TJB = TS^TÂt—SM^TM — 'B^t^x\g,MBS = ^ — afx. = b\ 

cosi detta retta sega Tasse ^ alla distanza b dalTasse x^ ossia, corne 

si dice, ha b per ordinata alC origine. 

Fer esempio, la retta rappresentata dalla condizione 

yz=2 X -^l^ 
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sega r asse y m B (fîg. 7) e si ha TTB = i ; ossia la retta medesima 
ha I per ordinata air origine. 

,Per ;r = I si deduce j' = 3 dunque M[i ; 3) è un altro suo punto : 
l'angolo acuto MBx' ha per tangente trigonometrica 2 : i = 2, ossia 
il coefficiente di x nella equazîone ^ = 2 x + i • 



/ 


./! \ 

i — »? i — x> 

s i> 




„....- i — 

\ 1 ^ 

\l 

" — — \ vi 



\ ' 



Fig. 7, 

La retta ^ = — 2x — 3 sega Passe y al punto B' di ordinata — 3, 
ossia ha 3 per ordinata air origine. Per x = i se ne deduce y = — 5 
e quindi il punto uV(i ; 5") è un altro punto délia medesima, la quale 
è rappresentata quindi in SB^ N. 
Si ha in questo caso 

■ tang. 5-ff'x" = — tang.x^^iV 

e siccome x^' B N è acuto ^ B R vale una unità, NR due unità, 
cosi 

tang. cd' ff N= numéro positivo = 2 : i s= 2, 

e conseguentemente 

tang. SB^ ^'' = — 2 ; 

perciô dei due angoli che la retta fa coU'asse x è in questo caso 
l'ottuso, quello la cui tangente vale il coefficiente di x nella equa- 
zione. 
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Dai due esempi precedenti si puà scorgere intanto che la côn- 

venzione sui segni non lascia alcun dubbio sulla posizione del ,punto 

in cui la retta sega Tasse y\ ma çhe è necessario indicare précisa* 

mente qliale dei due angoli, che la retta rappresentata dalla condi- 

zione y^=zax -\-b forma colT asse ^, sia in ogni caso quello la cui 

tangente vale a. Perciô l' osservatore, che ha il suo occhîo al diso- 

pra del foglio del disegno, iissi un punto qualsiasi délia retta g\ 

guidi per esso la parallela ail' asse x\ consideri quella parte délia 

g, che trovasi al disopra di taie parallela; supponga che questa parte 

ruoti attomo al punto fissato, nel senso degli aghi di un orologio, 

sino a coincidere colla parallela condottà. La porzione di piano ge- 

nerata da taie parte délia retta nella sua rotazione è Tangolo la cui 

tangente vale a^ e si converrà di chiamarlo V angolo che la retta 

cdmprende coW asse x. 

Cosl per la retta 

j/ = i +2a? (fig.7) 

si fissa il punto B^ si conduce la B^ parallela ad x; si considéra 
la parte B M si disopra di a/ ; T angolo MB a?', che la, BM gênera 
ruotando nel senso degli aghi di un orologio sino a coincidere con 
a?', ha per tangente 2 : per la retta 

y = — 2x — 3 

si fissa il punto B^^ si conduce B' x" parallela ad a?; la parte B' 5, 
ruotando nel senso degli aghi di un orologio sino a coincidere con 
y, gênera T angolo SB x'\ la cui tangente ha. — È chiaro che in 
particolare il punto .fissato puô essere quello in cui la retta g taglia 
Passe xi allora la parallela, alla quale si è accennato dianzi, non è 
altra cosa se non V asse stesso. 

I due coefficienti ^ e ^, in forza di quanto è nettamente sta- 
bilito, valgono a determinare la posizione délia retta 

y-sszax -\-b 

e possono chiamarsi le costanti délia medesima\ e precisamente a la 
prima, b la seconda costante. 

— È appena necessario awertire che qualunque retta è rappresen- 
tata da una relazione di primo grado fra x ed )f. Infatti, se è data 
la retta g (fig. 6), un punto qualunque N' délia medesima ha per 
ascissa TTÏ^ e per ordinata 

PONCIHI. 8 
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duhque 

Ordinata = Ascissa . tang iV!5Z, + ^^î 

la relazione è la stessâ e le costanti sono sempre Tordinata ail' ori- 
gine e la tangente trigonometrica dell' angolo che la retta comprende 
coirasse x, 

Siccome i punti che soddîsfano alla condizione 

y T=zax -^-b 

possono essere tanto vicini quanto si vuole, cosi si puô ammettere 

che sia un solo punto mobile quello che^ scorrendo sul piano in una 

certa direzione (o nella direzione opposta), per esempio. da sinistra 

verso destra (o da destra verso sinistra) descriva la retta g. 

. La condizione 

y = ax -^b 

dicesi equazione délia retta: ed è da notarsi qui adunque, che il più 
semplice dei polinomi algebrici 

studiati in questo lavoro, cioè il polinomio 

ax-^-b 

è geometricamente rappresentato da una retta. * 
I. La condizione- 

■ 

y = 2 — X 

rappresenta una retta, per la quale il valore della prima costante a 
è = — I, e quello della seconda ^ è = 2; questa retta comprende 
colFasse délie x l' angolo, la cui tangente trigonometrica vale T (F an- 
golo di 125®) e sega Tasse y nel punto situato nella regîone délie 
y positive alla distanza '2 da o. 
Supponendo 

^ = ...2; I; o; i; 2; 3; 4;... 

si trova 

)f = ...4; 3; 2.; i; o; 7; 2,... 

e percîô i punti 

(2; 4), (F; 3), (o; 2), (i; j) (2; o), (3; ï),... 

sono altrettanti punti del luogo: fra questi è da notarsi il punto 
(2 ; o), nel quale la retta sega V asse Xy giacchè T ascissa 2 soddisfa 
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alla condizione: 



^ r= o = 2 — X. 

Lo studioso puô individuare questi ed altri punti délia retta sul 
piano. 

IL Sono degni di nota i casi seguenti: — alla ct>ndizione j/ = P 
soddisfano tutti i punti, che giacciono sulla parallela alliasse x^ con- 
dotta alla distanza ^ da questo asse: ossia ^ = ^ è Tequazione di 
taie parallela; — alla condizione â; = a soddisfano i punti che giac- 
ciono sulla parallela air asse y^ condotta alla distanza a da questo 
asse; in altre parole jr= oc è l'equazione di taie parallela. 
Come casi particolari di questi, ^==0 è l'equazione dell'asse délie 
x\ x^^o quella dell'asse délia j'. 

III. Per segnare una retta, délia quale sia data la equazione, 
per esempio, la retta 

y = — 2x+z, 

si pu6 procedëre in più modî. 

Si individui (fig. 8) il punto B (O; 3), staccando a partire da sopra 




^^r^ — ï — ^ 



Fig. 8. 



Oy il segmento 3; vertice By si costruisca il triangolo rettangolo 
D CBy i lati del quale, rispettivamente paralleli agli assi, sono lun- 
ghi, CB una unità ^ DC due unità, prese in una scalà comune 
qualsiasi: 5Z? è la retta richiesta. — Infattî essa passa per B\p\ 3) 



Ii6 
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ed inoltre si ha 

tang DBE = — tang CB£> = — 2 ; 

c. d. essere. 

— Si mettano a posto (fig. 8) î due puntî 



5(0; 3) ed ^(po) 



in cui la retta taglia i due assi; e si guidi la congiungente tali due 
punti; in essa si ha la retta richiesta. 

— Si mettano a posto due punti qualsiansi délia retta e si guidi 
la congiungente, ecc. » 

Se nella figura (9) ÔB vale — */3 ; ed il triangolo D CB è ret- 
tangolo in C\ se il lato TTB è = + 3> ^ lato CD = + 2, la retta 
BD è quella che ha per equazione 

ly = — 2x—\\ 

giacchè per rc = o T ordînata è — ^/s, e di più dalla figura si ricava 



c. d. essere. 



tang DBE^ — tang CBD^ — V, 
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T 

Fig. 9. 

— Per la retta di equaiione j/ = 3 a; — i, si segni (fig. 10) il punto 
B{p\ — i) e si costruisca il triangolo rettangolo BCDj in cui- 

7^=1, 'CD=Z\ 

BD h \2i retta richiesta. Infatti ^ *= o àk y = — i, e di pîù 

tang DA x = tang DBC= + 3 

IV. Di una retta, la quale comprenda coll' asse â? Tangolo, la 
cui tangente trigonometrica è 2, e che passi pel punto (i;S), si 
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détermina facilmente requazione, osservando che la. forma générale 
di questa è costantemente, per qualsiasi retta, ^ 

■ 

che in questo caso particolare per dato délia questione si ha anzi- 

tutto 

tf = + 2; 

c che di più, siccome la retta deve passare pel punto (T; 5), cosl 




Fig. xo. 



le coordinate di questo punto debbono soddisfare alla condizione 



ossia deve essere 
donde 



y:=i2X-\-b^ 

5= — 2+*; 



pertanto Tequazione cercata è: 

7 = 2 a; + 7. 

In générale per una retta, la quale passi pel punto (a; p), e com- 
prenda colFasse x Tangolo la cui tangente trigonometrica è data 
ed uguale ad a^ si puô scrivere, indicando con b Taltra costante» 
ancora indeterminata, 

P = tf a -|- ^, 
donde 
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e quindi requazione 

ossia « 

y — ^ = a{x — cL). 

— Della retta, la quale passa pei due punti 

si détermina facilmente Tequazione, osservando che essa debbe aver 
tali costanti, a ^ b^ che se in 

si pongono in luogo di jr e di ^ le coordinate or date, la relazionc 
sia soddisfatta; ossia deve aversi: 

2 ' ' 



donde 



— 3=j + *; 



-h >—'■§■■ 



e quindi Tequazione 



6y=i s X— 19. 

V. Per determinare il punto, nel quale si segano le due rette 

7 = — 3i?+5, y = x+i, 

si osservi che le coordinate X ed Ydi esso debbono soddisfare si- 
multaneamente alla prima ed alla seconda délie equazioni date; 
giacchè il punto richiesto si trova taAto sulFuna retta, quanto sul- 
r altra. 
Deve pertanto essere: 

e la questione è ridotta a trattare queste due relazioni, come due 
equazioni coesistenti a due incognite. Si trova 

X=i; Y=2; 
talchè il pnnto (i ; 2) è il punto che si cercava. 
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Pari menti — nel puntq 



(-T ■• 



si segano le due rette 



nel punto 



(45. ii\ 



le altre due 



nel punto 



iy — 2x — 3; Sy=io — xi 



(f f) 



le altre due 



nel punto 



y = — Zx + g\ y =2x+ i: 



l_±20 i,874 \ 

\ 1,06' 1,06/ 

le altre 

^^ = 0, 32;r — 0,50; 2^=1,70^^3,20: 

— nel punto 

/ 6—â\ ab' — a'b \ 

\ a — a'' a — a' J 
le due rette 

y = ax-\- â; y^^a^x-^-f. 

— In seguito occorrerà sovente di dover determînare V ordinata Y, 
o semplîcemente il segno deU' ordinata y, del pUnto d' incontro di 
due rette, di cîascheduna délie quali si conosce un punto, {s;r) per 
la prima; (/; r') per la seconda; e la prima costante; a per la 
prima ed a'^ per la seconda. 

In générale sarà meglio eseguire tutto il calcolp direttamente sulle 
due equazioni numeriche, che saranno del caso; perô talora potrà 
giudicarsi conveniente di ricorrere alla espressione générale déliai F, 
trovata neirultimo esempio; 

ai' — a' 6 



Y= 



a — a' 



Intanto î nunieri a ed a' saranno dati direttamente; e ^ e 3' 
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risûlteranno ugualî rispettivamente ad 

r — as^ f' — a' s'\ 

— giacchè le equazioni délie due rette sono: 

y — r' = tf ' (x — y) ; 

ossia 

. y =^ax-\-r — as^ 

donde, pcr a? = o, 

ordinata ail' origine per la prima retta, r — as = b\ 
» t > seconda retta r" — a*^=b'. 

Questi valori di a^ a!, b, b\ sostituiti nella espressione di Y^ condur- 
ranno al valore spéciale ché sarà del caso. Perè, senza eseguire per 
intero questo calcolo, potrà dirsi se Y risulta positivo o negativo 
col criterio seguente: presa per a la maggiore délie due costanti 
date, in modo cioè che a — a' sia positivo, Y risulta positivo, o 
negativo secondo che 

aV è '^ a' b awero <la' b. 

Per esempio si tratti délie rette 

y — 0,0014 = — 0,080 (a; — 0,30) 

y — 0,0068 = 0,202 [x — 0,40). 
Si faccia 

a = 0,202 >> a' = — 0,080 . 

Conseguentemente risultano 

b' — 0,0014 + 0,08 X 0,30 = 0,0254 , 
b = 0,0068 — 0,202 X 0,4 = — 0,074 ; 

^ ^' = 0,202 X 0,0254 = 0,005 1308 ; 
a^b=^ o7o8 X 0,074 = 0,00592 ; 

e siccome ab' è <^a! b^ cosi Y è negativo. Se ne puô ora calcolare 
il valore, facendo la difTerenza 

aV — af b^= — 0,0007892 
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€ dividendola per 

a — tf ' = 0,202 4- 0,08 = 0,282 ; 

si trova 

F= — 0,0027 . . . 

VI: La retta g che, riferita ail' origine e agli assi x cà y 
ha per equazione 

j/ = tf a; + ^, 

puô venir riferita ad una nuova origine 0' [n^P) ea due assi â?' ey 
rispettivamente paralleli ad a? e ad 7. Corne si trasforma allora la 
sua equazione? Ricorrendo airultimo esempio trattato nel numéro 
précédente, si deve dire che per un punto qualsiasi délia retta me- 
desima è 

ascissa x = ascissa oc^ -^-n 

. ordinata y = ordinata y +/> 
ossia 

y=y'+P 

€ quindi la nuova equazione è : 

ossia 

y ^=zax' -\-{an'\-b — /). 

Per esempio; la retta 

j/ = 2 a; + 7, 

riferita ail' origine e agli assi x ta y^ ha per equazione 
quando si riferisca alla nuova origine 



"■^D 



c ai nuovi assi x' ed y% ecc. 

LfO studioso tracci accuratamente sul piano tutte le rette che 
hanno servito d' esempio in questo capitolo. 
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I. La condizione, che lega l' ascissa x alla ordinata y sia ora 

^ = — iT* + ^ +2 : 

anzitutto fra i punti del piano, che hanno la medesima ascissa a^ 
ve ne è sempre uno ed uno solo il quale soddisfa alla condizione 
superiore; giacchè dalla sostituzione di a ad or in 

si è condotti al numéro reale ed unico 

« 

N 

questo numéro / (x) pu6 anche essere o per valori déterminât! di a^ 
ma non puô essere indeterminato, se taie non è a, 
Cos) corrispondentemente aile ascisse 

5 3 1. 

2 2 2 

si trovano (algoritmo [.^t]) i punti le cui ordinate sono rispettiva- 
mente : 

zr3 3 I 

— 6 — , — 4, — I — , o, — I— , ecc. : 
4 - 4 4 

punti tutti riportati nella tabella che segue, e dei quali i primi tre 
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cadono nella regione délie y négative, i sette successivi in quella 
délie positive,, gli ultimi tre in iquella délie négative: essi sono in- 
dividuati sul piano nella fig. 11. 





1 






X 


/(*) 


X 


/w 


• • • • 








. _5 


-6^ 


+» 


+2 


2 


4 


+-^ 


+ .;- 


— 2 


— 4 


2 


4 


3 


-1^ 


+ « 





2 
— I 


4 
' 


+1 


-,5 

4 


I 


+ 'î 


+'3 


— 4 


2 



4 

+ a 

i 


+1 


-6? 
4 


+-! 


+ *1 


• • • • 




2 


4 








Fig. Il, 



Conseguenza necessaria délia legge di continu rtà, alla quale va 
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soggetto il polinomio 

si è che, considerando ascisse, — o intermedie a due qualsiansi fra 
quelle riportate nel quadro, o inferiori alla più pîccola, o superiori 
alla più grande di queste — si ottengono punti che soddisfano alla 
condizione voluta: e ciô costantemente, per quanto piccola sia la 
diflferenza fra due ascisse considerate successivamente. In altre pa- 
role, si possono trovare punti soddisfacenti alla condizione 

^ = — a?' + ^ + 2 

s 

• 

tanto vicini quanto si vuole, in modo da dover ritenere che la suc- 
cessione dei medesimi sul piano forma un tratto continuo (una linea, 
un luogo). Questo luogo puô considerarsi, corne il cammino per- 
corso da un punto che scorra sul piano occupando ad ogni istante 
posizioni diverse, in ciascheduna délie qudi perô le sue coordinate 
soddisiino alla condizione 

Un osservatore, che guardi il foglio del disegno e segua taie punto 
mobile nel suo' cammino, vedrà il medesimo procedere costante- 
mente o verso destra o verso sinistra, a seconda, délia direzione presa 
dal punto sin da principio. Infatti, se il puntô s^avviô, procedendo 
da sinistra verso destra (destra e sinistra déirosservatore), non potrà 
tnai ritornare da destra verso çinistra; giacchè in questo caso vi sareb- 
bero due o più punti del luogp corrispondenti ad una unica ascis- 
sa a, il che non è. Talchè, considerando appunto che il movimento 
iniziale abbia luogo da sinistra verso destra, si dira che esso av- 
viene costantemente nello stesso senso. — Non si sa in quale regione 
délie ^, se nella positiva cioè o nella negativa, si troverà il punto 
mobile nel caso di ascisse intermedie a quelle riportate nella ta- 
bella; è certo solamente che per nessuna di ascisse siffatte il punto 
potrà occupare una posizione infinitamente lontana dalP asse x^ giac- 
chè f {x) non si trasforma in un numéro indeterpiinato, se taie hon 
o anche x. Si puô verificare subito inoltre che per ascisse inferiori 
alla più piccola 

_i 

2 

di quelle riportate nel quadro^ o superiori alla più grande 

, +2 
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fra le medesime, Tordinata è costantemente negatîva e decrescente 
(crescente in valore assoluto), ossîa il punto cade costantemente 
nella regione délie y négative e si allontana senza limite dair asse 
X. Infatti, se e 6' sono due numeri positivi qualsiansi, è certo che 

■_i_e 

2 

S 
pu6 rappresentare qualunque ascissa minore di , e 

qualunque ascissa maggiore di — . Inoltre si ha, nel caso attuale, in eut 

/(a?) = — a-'» 4- a? + 2, 

,(-i-,)=/(_i)_,.dJ+,/iy). 

== — j — + 6 -|- 9M = numéro negati vo e decrescente col crescere dr 8 : 

fin f„ut\ 

4i+,.)=/(i)+..JîJ+..._i_i!_ 

= — j — -j-60' + 6'M= numéro negatîvo e decrescente col crescere di 6' : 

il che prova quanto volevasî dimostrare. Dunque, considerando il 
cammino percorso dal punto prima che esso arrivi alla posizione di 

ascissa — ^, si puô dire, che il punto medesimo, in moto nella re- 
gione délie y négative, da una distanza infinitamente grande, procède 
costantemente da sinistra verso destra e si awicina di continuo al- 

Tasse X) considerando il cammino oltre la posizione di ascissa ^ ^ 

si pu6 dire che il punto nella regione délie y négative s^ allontana 
costantemente dall'asse x, procedendo inoltre del continuo da si- 
nistra verso destra; quanto poi al cammino compreso fra le due po- 
sizioni 

d' ascissa — — e d^ ascissa + — , 

2 '2 

non puô dirsi altro, per ora, se non che il punto, trovasi costante- 
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mente a distanza finita deirasse x, e procède costantemente da 
^iftistra verso destra. 

Se contemporaneamente un punto, scorrendo sul piano, descrive 
il luogo 

y.= — rz?'4- ^ + 2 

€ un altro percorre una retta, per esempîo la 

y = Xy 

puô accadere che i punti mobili passino entrambi per le stesse po- 
sizioni?: in altre parole, puè darsi che la retta e il luogo abbiano 
punti comuni, ossia che si seghino vicendevolmente ? 
E certo che se esistono queste posizioni comuni, debbono per esse 
sussistere simultaneamente e la condizione pei punti del luogo ora 
dîscusso e quella pei punti délia retta; talchè, indicando con JC e Y 
le coordinate di queste posizioni comuni supposte, deve essere 

Y=X: ' 

e queste relazioni vanno considerate come due equazioni a due in- 
cognite; la risoluzione délie quali proverà se è possibile soddisfare 
aile medesime con numeri reali, ossia farà conoscere se i due luo- 
ghi si tagliano o no. Si trova, mediante V eliminazione, 

r 

X=Y=±yj2 = ± i,4i4; 

dunque i due luoghi si tagliano difatti e sono due i punti di sezione; 
il punto 

(1,414; 1,414) 

e r altro 

(17414; 17414): 

si puô tracciare tosto suUa fig. 1 1 la retta segante e individuare su 

questa i due punti trovati. 

— Parimenti pei'supposti punti comuni al luogo 

y = — a?'-f^ + 2 
€ alla retta condotta pei punti 

(2, o); |o, 2j, 
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ossia alla retta 
si ha: 

condizione équivalente aU'altra: 



(^^+M'=-i' 



che non pu6 essere soddisfatta da alcun numéro féale: dunque il 
luogo 

^ = — a?2 + ^ +2 
e la retta 

8jf = 9(a?+2) 

non hanno alcun punto comune [veggasi la fig. 11, nella quale si è 
tracciata la retta in questione]. 

Siccome poi, qualunque sia il valore numerico délie costanti di una 
retta, la sua equazione è sempre di primo grado, cosl le ascisse dei 
punti comuni ad essa e al luogo che ora si discute saranno sempre 
date da una equas^ione di secondo grado, le cui radici potranno es- 
sere entrambe reali o no: cosicchè il luogo sarà segato dalla retta 
o in due punti o in nessuno. In particolare Tasse délie x (retta 
j = o) segherà il luogo in due punti o in nessuno, e la risultante, 
che darà le ascisse dei supposti punti di sezione, sarà: 

— X' + X+2 = 0', 

in altri termini, le ascisse dei medesimi non rappresenteranno altra 
cosa se non che le radici reali delP equazione 

'■: — a?« + a? + 2 = O. 

Se si osservano le coordinate date dall' antécédente tabella, si vede 
che r ordinata [ossia la funzione /(a?)] è nulla perle ascisse ï" e 2: 
le due radici délia proposta sono pertanto î e 2, e, come nuovo 
criterio suUa natura dei luogo che si studia, deve dirsi fin d' ora 
che il medesimo non puô segare Passe œ in altri punti oltre a quel 
due indicati poc'anzi. 



^ 
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n. Se la condizione che lega le ascisse aile ordinate è 



^ 3 2 ^3 ' 



si trovano le coordinate del quadro seguente: 



X 


/W 


JT 


/w 


— 3 


-«1 


I 


I 
— I- 

2 


_5 

2 


2 
— 2- 

3 


3 

2 


I 
-.2- 

3 


— 2 


O 


2 


2 
— 2- 








3 


_3 

2 


+'h 


2 


I 

— 2- 

4 


— I 


+■1 


3 


5 
6 


I 
2 


+-: 


7 

2 


+■1 


O 


+f 


4 


+« 


I 


_^ 






2 


12 















I primi due punti cadono nella regione delle y négative ; i cinque 
successivi in quella délie positive; i sei, che vengoho dopo, in quella 
delle négative, e finalmente i due ultimi in quella dell^ positive, ed 
è facile individuarli (fig. I2). , 

Considerazioni fatte in base alla legge di continuità, in modo iden- 
fico a quello tenuto neiresempio précédente, conducono a ritenere 
la successione dei punti che si possono segnare sul piano e che sod- 
disfano alla condizione 



a?» X 



y = 



20? + - 

^3 



corne il cammino percorso da un punto cfte si muove da sinistra a 
destra sul foglio del disegno. Anche qui non puô dirsi se i punti 
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inseriti fra quelli* riportati nel quadro cadranno piuttosto in una re- 
gione délie ^ che neiraltra; solamente è certo che nessuno di essi 




Fig. la. 



cadra a distanza înfinitamente grande dall'asse x, Perô quanto a 
tutti i punti possibili aventi ascisse inferiori a — 3, superiori a 
-|- 4, si trova dando a 9 e 6M significati attribuiti ai medesimi nel* 



PONCINI. 
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Tesempio précédente, ed osservando che quivi è: 



^. 3 2 *^ 3 ' 



/ (_ 3 _ e) =/ (— 3) — e /ILj^ + ^^/JIL^ _ o* /JlLJï = 

J \ o / y \ Jj j ^ j2 1.2.3 

== — J6^4-iO-9+~^^ + "^j = numéro négative e decrescente 
col crescere di 6: 

/(4 + O'J =/(4) + 9'.^^ + 0' '.-Ç^ + 0' *.4^] = ' 

= _^|6 + io.6'+-^6'*-|- — O'M = numéro posîtîvo e crescente 
col crescere di 0'. 

Cosicchè pel cammino che précède la posizione di ascissa — 3 deve 
dirsi, che il punto si trova nella Kgione délie y négative, è in mo- 
vimento da una distanza infînitamente grande, procède continua- 
tamente da sinistra verso destra e va avvicinandosi all'asse x; — 
pel cammino che segue la posizione di ascissa -l* 4 ^^^^ dirsi, che 
il punto si trova nella regione delle y positive, procède costante- 
mente da sinistra verso destra, s'allontana senza limite daU'asseof; 
— pel cammino, intermedio aile due posizioni poc' anzi menzionate, 
nulFaltro puà dirsi se non che, su questo il punto non s'allontana 
mai dairasse che per distanze finite, e che procède costantemente 
da sinistra verso destra. 

La condizione alla quale debbono soddisfare, se esistono, i punti 
comuni al luogo 

jc' a?* .2 



2X+ — 

32 * 3 

e alla parallela air assç x^ condotta pel punto 



ossia alla retta 



(--!)• 



^=-2 



3 2 ~3 2 ' 
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ossia 



X^ X^ ^ , 13 
32* ^6 



Ora siccome 



(-1) 



è uno dei punti, della linea, cosl esso è anche una dei richiesti punti 
di sezione; Tequazione précédente ha necessariamente per radice 
l'unità, e il primo membro di essa puà in conseguenza spezzarsi in 
fattori cos): 



(^_x)(i^_^^_^). . 



3 
La condizione 

3 6 6' 

équivalente alPaltra 

fornisce le ascisse 

2,81; —2,31 

« 

di altri due punti di sezione. Siccome i punti trovati cadono tutti 
e tre suUa orizzontale 

cosi le loro ordinate sono tutte e tre uguali fra loro e ciascheduna 

uguale a — — . 

Conchiudendo, i punti di sezione sono: 

(i;-|): (2.8r;-|): (-2.31; -|). 

{Vcggasi la fig. 12, nella quale si è condotta la retta e si sono se- 
gnati i tre punti di sezione). 

Analogamente, per conoscere se la retta che è inclinata sut 
Tasse x deU'angolo T^ per cui 

tangr = i, 
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e che passa pel punto del luogo 



(-3^ -4)^ 



la equazione délia qude è quindi 

segfai il luogo in altri punti oltre quello ora indicato, si scrive la ri- 
sultante 

3 2 3 3 6 ' 

équivalente a 

A questa soddisfa evidentemente il numéro — 3, ascissa del punto 
situato sul luogo per cui si è condotta la retta ; percîô ^ {X) è divi- 
sibile per -^+3» ^ si trova infatti 

4. (^ = (^+3). (2 ^'-9 ^+13). 

Ora la condizione 

2jr» — 9Jr+i3 = o, 

équivalente all'altra 

K-i)'=-ï. 

non è soddisfatta da alcun numéro reale; perciô la retta 

6j^=2x — ss. 
non sega il luogo che in quell'unico punto 



h- -4) 



pel quale essa è stata condotta (veggasi la fig. 12). 

Qualunque sia il valorei numerîco délie costanti di una retta, 
P equazione délia medesima è sempre di primo gjado; percià le ascisse 
comuni ad essa e al luogo che si discute, saranno sempre date da 
una equazione di terzo grado, e i punti medesimi potranno essere 
tre al più: in particolare Tasse délie x (retta ^ =* o) sega il luogo 
in tre punti al più, e la risultante che dà le ascisse dei supposti punti 
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di sezione, è 



2XA = O: 

3 2 3 • 



in altri termini, le àscisse dei medesimi non sono altra cosa che le 
radici reali dell' equazione 

x^ x^ .2 

32 '3 

Se si osservano le coordinate date dair antécédente tabella, si 
scorge che l'ordinata [ossia la funzione fix)] è nuUa per 

a: = — 2 

e passa dallo stato positivo al negativo e viceversa, fra le ascisse o 

I 7 

ed — e fra le ascisse 3 e — : le tre radici dell* equazione superiore 
22 

pertanto sono Tuna uguale a — 2, le altre due comprese nei due 

intervalli indicati; e, come nuovo criterio sulla naturadel luogo che 

si studia, deve dirsi che il niedesimo non puè segare Tasse x in 

altri punti oltre a quei tre indicati poc'anzi. 

III. Parimenti per la condizione 

JC' . x^ 

^=/W=- +-+^— 3 
si trovano î punti riportati nel quadro seguente: 



• 
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Quelli &a i puati sopra indicati che hanno per ascisse 
5 3» 



cadono nella regione délie ^ négative, mentre quelli corrispoadenti 



\ 



i>i 




aile altre due 
(%■ 13). 



i e 2 cadono nella regioae dellc y positive 
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Si puô verificare poi, che tutti i valori di y corrispondentîad 
ascisse qualsiansi minori di — 3 sono negativi, mentre quelli corri- « 
spondenti ad ascisse superiori a -f* ^ sono positivi. Infatti, attribuendo 
aile lettere 9 e 0' i significati dati aile medesime nei due esempi 
precedenti, — 3 — rappresenterà quaisîasi numéro inferiore a — 3 
e 2 -f • 0' qualsiasi numéro superiore a 2, e siccome in questo caso è 

/ /(^)-^ + y +^— 3, ^ 
cosi si ha: 
/(_ 3 _ 0) =/(— 3) — .(^-tz^ 4. Q» /^^(— 3) _g /^^^(— 3 )^ 

^ /-f\^/ j I j2 1.2.3 

«= — I [-7 6 H — 6*-] — ÔM = numéro negativo decrescente conti- 

nuamente col crescere di 6; 

/(2 + 00 =/(2) + 6'.^^ + 0'* -^^^ + 0'».^^^^^ = 
^ ' ' "^ ^ ' ' . I * 1.2 ' 1.2.3 

= -f- j h 7 0' + -^ • 5' * H — 0" I — numéro positivo crescente 

continuamente col crescere di 9'. 

Anche per questo esempio la legge di continuità permette di con- 
siderare la successione dei punti, che soddisfano alla condizione po* 
sta, corne il cammino percorso da un punto mobile che procède co- 
stantemente da sinistra verso destra; nella parte di cammino, che 
précède la posizione d' ascisse — 3, il punto mobile si trova nella 
regione délie y négative e viene tnan mano continuamente awicinan- 
dosi alPasse x\ — nella parte di cammino successiva alla posizione di 
ascissa -f ^ il punto mobile trovasi nella regione délie y positive e 
s'allontana senza limite dall'asse x; — quanto alla parte di cammino 
intermedia fra le due posizioni suddette, nuUa puô concludersi sin 
qui, se non che, il punto; procedendo continuamente da sinistra verso 
destra, non s'allontana mai per tutto questo intervallo illimitatà- 
mente dall' asse x. 

Fer trovare, se esistono, i punti comuni a questo luogo 

^=3+^+*-3 

ed alla retta 

6y =! — 6x — II 
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si ricorre alla risultante 

32' ^ 6 ' 

in cui X pu6 assumere i soli valori délie ascisse dei supposti punti 
comuni. L'equazione précédente si riduce a 

if i^X) présenta un solo cambiamento di segno, dunque tj; {X) = o ha 
una sola radice reale positiva. X=o fornisce 

4,(0) = — 7, 

4/(i) = +io; . 

e perciô quesf unica radice è compresa fra o ed i. ^ = 0,5 dà 

^ (0,5) = 0, 

ossia 0,5 è il valoi'e cercato, e si ha: 

<{- {X) = {X- 0.5) . (2 X» + 4 ^-4- 14) : 

la condizione 

2jr* + 4X+i4 = o, 

équivalente a 

(X+i)' = -6, 

non puô essere soddisfatta nemmeno da alcun valore negativo di X^ 
cosicchè il luogo che si discuté e la retta di equazione 

6y = — 6* — II 

si segano in un punto solo, il punto che ha per ascissa 0,5 e per 

ordinata 

II I 

— o,S— — = — 2-. 
o 3 

(Veggasi la fig. 13). — 

Parimenti peî punti di sezione, che possono supporsi, délia 
retta 

y 4j ^ 

parallela ail' asse x e del luogo in questione, deve essere soddisfatta 
la risultante 

32^ ^ 2 ' 
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ossiâ la 



i^[X) = lx*+lx'Jf.X+\ = o. 



Ora la 

non è veriiicata da alcun numéro positivo; ma la trasformata 

puô avère radici reali positive. 
É limite superiore générale 

II, 

-:-+ 1 = 3 circa; 

2 3 



il numéro i dà 



W(i) = — - 
^ ^ 3 



e non è più limite ; percîô fra 3 ed i è compreso un numéro dispari 
di radici; la sostituzione ad X del numéro 1,5 dà 

W(i,s) = o; 

percià i,5 è radiée délia trasformata; — 1,5 lo è délia proposta; 
"^[X) è divîsibile per -^-4- 1,5 e si trova 



la condizione 



I 
^(^==(^+i,5)(j^'+i). 



i X» + I = o 
3 ^ 



non è soddisfatta da alcun valore reale di X; quindi la retta 



3 
sega il luogo che si discute nell' unico punto d' ascissa e di or- 

dinata — 4 — (veggasi la fig. 13). 

In modo analogo si trova che la retta inclinata suU'asse x 
dell'angolo Z, per cui 

tang T=— , 
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e che passa pel punto 

(-. -3i), 
ossia che ha per equazione 

30^ = 66 a; — 49, 

s^;a il luogo in punti, le cui ascisse sono date dalla résultante 

32^ 30 30' 

ossia dalla 

<K^) =0= loJÏ-» + 15 X*— 36^— 41. 
H punto 

per cui è stata condotta la retta, è punto anche del luogo, corne ri 
sulta dalla tabella: perciô 

è soddisfatta da 

X I; 

in altri termini ^[X) h divisibile per Jf+ i.Si troya infatti 

H^ = (^+ I) (10 Jif' + S ^- 41) . 
La condizione 

lO^'+SA"— 4^ ' 

équivalente all'altra 

(Jir+ 0,25)1 = 4,1625, 

è soddisfatta dai numeri 

1,79 j —2,29; 

ai quali corrispondono per Y i valori 

2,304; —6,670. 

Ferci6 la retta di cui è questione sega il luogo in tre puntî: nel 
punto 

pel quale essa è stata condotta, e nei punti 

(1,79; 2,304)} (—2,29; — 6,670) (veg^fasi la fig. 13). 
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Le costanti delIa retta possono essere qualsiansi; ma la sua equa- 
zione è sempre dî primo grado ; cosicchè la risultante da cui si de- 
ducono le ascisse dei punti comuni alla medesima e al luogo che 
si discusse è sempre di terzo gfado, o, in altre parole, questi punti 
sono tre al più. In particolare Tasse délie x (retta ^ = o) puô segare 
il luogo in tre punti al più; la risultante per questo caso è: 

y^ y^ ' 

— + — + ^-3=0; 

ossia le ascisse dei punti di sezione non sono altra cosa se non che 
le radici délia equazione 

X* X* 

Se si osservano le coordinate offerte dalla tabella, si nota che V or- 
dinata [ossià la funzione / {x)] passa dallo stato negativo al positiva 

fra le ascisse i e ^ : è certo quindi che in questo intervallo il luogo , 

sega almeno una volta Tasse x, ossia che fra i e ^ cade almeno 

una radice delT equazione superiore; ma la circostanza dei non figu- 
rare altri cambiamenti di segno nelle ordinate riportate lascia nella 
incertezza, se gli altri due punti di sezione manchino difatto, oppure 
se, esistendo, le loro ascisse siano comprese fra le ascisse conside- 
rate nel quadro, ed occorrano -nuove e più vicine sostituzioni per 
limitarle. È ihdubitato qui che, ove tali due radici mancassero, per 
quante sostituzioni e calcoli di questo génère si facessero, si rimarrebbe 
sempre nel dubbio. Cosicchè, coi mezzi di cui ora si puô disporre, 
si rimane incerti se il luogo seghi T asse in tre punti q in uno solo. 
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La condizione, alla quale debbono soddisfare le coordinate dei 
punti da costruirsi, sia ora rappresentata dalla relazione générale di 
grado emmesimo 

— ^ Tutto quello che, in base alla legge di continuitfi, si è detto 
trattando il caso particolare 

y = — x^ + x+2, 

€ fu ripetuto per le altre due rçlazioni dianzi discusse, vale anche 
per questa condizione générale. Cosl , sostituendo in / {x) ad x il 
numéro reale a, positive o negativo, si ottiene sempre un valore, ed 
un unico valore reale /(a); in altre parole, fra i punti del piano 
aventi la ascissa comune a ve ne è sempre uno, ed uno solo, che 
soddisfa alla condizione générale 

— per quanto pîccola sia la differenza fra due ascisse successive, le 
ordinate corrispondenti sono diverse fra loro; cosicchè si Qttengono 
punti tanto prossimi quanto si vuole, i quali convengono alla con- 
dizione superiore ; e due qualsiansî di essi non saranno mai tanto vi- 
cini, perché non si possa inscrire fra i medesimi un terzo punto che 
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essb pure soddisfi alla stessa condizione; cosicchô tutti i puntt 
individuati possono venîre considérât! corne le posizîoni successive 
occupate da un unico punto, il quale scorrendo sul piano descrîve 
una linea continua, ùh luogo. — Il carattere distintivo di taie movî- 

, mento è che esso ha luogo cpstantemente o da sinistra verso destra, 
o da destra verso sinistra, e non nei due sens! alternativamente ; e 

, ci6 evidentemente, perché ad una ascissa a non corrispondq che una 
sola ordinata / (a). Per* fissare le idée si riterrà costantemente, in 
seguito, che questa traslazione awenga da sinistra verso destra. 
Si è veduto che, se 

f{x) = a3i^'\'b ^t^" * + . . . 

è di grado dispari, è possibile trovare due nunjerî a e — 0, positivo 
il primo, negativo il secondo, tali che il risultato/(a), o quello otte- 
nuto con qualunque altro numéro maggiore di a, ed il coefficiente a 
abbiano lo stesso segno; e che il risultato/( — w), o quello ottenuta 
con qualunque numéro minore di — co, ed il coefficiente a abbiano 
segni contrari. Perciô per ascisse minori di una certa ascissa negativa 
tutte le ordinate hanno lo stesso segno; i punti del luogo cadono 
tutti in una délie due regioni délie y: per ascisse maggîori di una 
certa ascissa positiva tutte le ordinate hanno pure segno comune, 
ma contrario a quello délie ordinate precedentij e î punti del luogo 
cadono tutti in una stessa regione délie y, e precisamente nella re- 
gione opposta a quella in cui cadevano i punti considérât! poc'anzj. 
È ci6 che avveniva in particolare nei due esempi ultimi trattati.^ 

— Se 

f {x) = a xm ^ b x^-^ ^ , ^ ^ 

è di grado pari esistoho due niuneri a e — o), positivo il primo, ne- 
gativo il secondo, tali che i risultatî /(a) e/( — «), o quelli ottenutî 
con qualsiasi altro numéro maggiore di a e minore di — o), hanno 
segno comune ed uguale. al segno del coefficiente a ; perciô per 
ascisse minori di una certa ascissa negativa, o per ascisse maggiori 
di una certa ascissa positiva, le ordinate hanno tutte lo stesso segno 
e i punti del luogo cadono tutti nella medesima regione délie y. È 
- ciô che aweniva nei primo deî tre esempi trattati precedentemente. 

— Dunque, sia dispari o pari il grado di/(a?), è certo che, conside- 
rando ascisse positive crescenti o négative decrescenti, si arriva a 
valori speciali, pei quali, e per tutti i successivi, le ordinate hanno 
lo stesso segno. 
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— Fra questi due stati estremi délie ordinale ve ne sono degli in- 
termedi, nei quali esse possono risultare or positive or négative, ossia 
i punti possono cadere ora in una délie due regioni délie y^ ora nel- 
r altra ; ma è bene da notarsi che in nessuno di questi stati intermedi 
r ordinata diventa infinitamente grande, ossia il punto s' allontana 
infinitamente dalFasse. 

Puô dirsi aduuque, che il punto il quale descrive il luogo pro- 
cède costantemente da sinistra verso destra, si trova in movimento da 
una distanza infinitamente grande in una délie due regioni délie y, 
e viene awicinandosi ai due assi, puô passare una o più volte da 
una regione air altra; e poscia si avvia, mantenendosi sempre in una 
délie due regioni délie y verso un punto infinitamente distante, al- 
lontanandosi sempre dai due assi. 
La retta qualsiasi 

y =z a^ X'\'V 

sega il luogo 

j/=/(a?) = ^ïarwi-|-^^-i -[-... 

in punti le cui ascisse sono le radici délia risultante; 

f[X) — a!X—V = o, 

le quali possono essere m al più. Perciè una retta sega il luogo 

al più in m punti. Come caso particolare Tasse délie jr, ossia la retta 
j/ = G, pu6 tagliare la curva in m punti al più, e le ascisse di questi 
m punti di sezione possibili, date da 

rappresentano le m radici reali dell' equazione 

Tre dei punti di sezione di una retta col luogo 

non possono essere in générale vicini quanto si vuole; — o in altre 
parole tre punti M\ M, J/" dtl luogo non si trovano pik in linea 
retta, quando le loro distanze rispettive sono abbastama piccole. 
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Iniatti se (fig. 14) 






denotano rispettivamente le ascisse 



UP', Z7?, Z77", 



e le corrispondenti ordinate 



dei tre punti 



FM', FM, F'Aff 



AT', M, M''\ 




P' 



p" Z 



Fig. 14. 



e se le rette MJR^ M' Q sono parallèle all'asse «, si ha: 

s 

JTÂl-^TIi— TQ = PM — FW =/(«) —/(a — H'), 
• E percîô 






^,M"MR = ^.^^-h±^i^Zm 
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ossia 



fit i^\ fin / \ 

tang MM'Q =/' (a) — H'/—^ + W *.-i — ^ — . . . 

tang M" MR=f (x)-{-H"/—^ ^H"*/—^ + . . . 

Ora ad //^' puô assegnarsî un valore piccolo abbastanza, perché i! 
termine 



— H 



./"W 



1.2 



e per taie valore di H\ e per qualunque altro valore minore, su- 
peri la somma di tutti i termini che lo seguono nel primo degli 
sviluppi precedenti: per valori siffatti di H^ che corrispondono evi- 
dentemente al caso in cui M ed M' siano vicinissimi, è 

tang MM' Q<f (a). 

Parimenti ad H^' pu6 assejg;narsi un valore piccolo abbastanza per- 
ché il termine 

1.2 

e per taie valore di H" e per qualunque altro valore minore, su- 
peri da solo la somma di tutti gli altri che lo seguoi)o nel seconde 
degli sviluppi precedenti: per valori siffatti di H^\ che corrispon- 
dono evidentemente al caso in cui M ed M' siano vicinissimi, è : 

XzxigM'' MR>f'{pL). 

• 

Pertanto, concludendo gli angoli MJkTQ, Af'MR^ che fonnano 
coU'asse x le seganti^' Jf edM Af\ sono, nel caso che si consi- 
déra, diversi fra loro, le seganti medesime non coincidono in una 
stessa retta, e quindi nemmeno i tre punti jM^, M, M'' sono allineati 
fra loro ; c. d. d. : ed awîene cosi non solamente nel caso rappresen- 
tato dalla fjgura, in cui si suppone che M^ Q, ossia H' ed MRy 
ossia H^' abbiano valori attuali cosi piccoli da soddisfare aile con- 
dizioni su discusse; ma anche se si suppone che //"' ed /jT" si im- 
piccioliscano senza limite, ossia che i punti Af' M, J/" vadano av- 
vicinandosi partendo dalle posizioni rispettive attualmente occupate. 
Suppongasi che M*' ed -^' vadano accostandosi ad M, ossia 
che le due seganti M^ M ed MM^' ruotîno attorno ad M in senso 
opposto. Se fra le posizioni occupate da Jf' e da M^' si fissano le 
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due fn! ed m*' (fig. 14 bis) per le quali è 

è chiaro che le due seganti tn! M, ossîa j', Mm'^^ Qssia ^^ compreih 
dono coll'asse x gli angoli S', S", pei quali è 

tang 5'=/' (a) — H.-LJl/ + HK<—^— . . . 
, -^ ^ ' 1.2' 1.2.3 

/" loi) f" fa\ 




Se ora si parte da queste posizioni, per le quali è coqiune, 
Hj la differenza delle ascisse e si ^ppone cfae lî vada diminuendo, è 
certo che i due punti m' ed m" si avvicioano jcostantemente ad ^ e 
che Pangolo acuto delle segantî m^ M ed Mm'' va impicciolendosi 
finchè per /r= o, î tre punti 'm\ M, w", coîncidono in un solo Jf, 
le due secanti / ed j" si sovrappongono nella retta unica /, la quale 
è pcrfettatnente determinata, giacchè passa pel punto M[o^/{^)] e 
forma colle x l'angolo T, la cui tangente trîgonometrica è il valore 
comune che assumono tang S'e tang 6*" per //=o, ossia ^ 

tang T=/' (aj. 
Taie retta /, che ha per equazione 

j^_/(a) = (^-a)/'(a), 

dicesî tangente alla curva nel punto [a, /(a)], chïamato alla sua volta 
punto di contatto, e puô considerarsi corne la posizione estrema che 

VONCINI. XO 
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assume una qualunque délie due secanti s od s"^ quando ruoti attomo 
ad uno de* suoi punti di sezione, M, si no a tanto cbe Taltro punto 
(M'j se si considéra la sécante j;', M" se si considéra la /') coïn- 
cida col punto rimasto fisso. 
Qualunque sia il punto scelto sul luogo 

gli è certo che per esso si pu6 condurre sempre uha ed una sola 
tangente, gîacchè per un valore reale determinato a, /(x) qA /' (a) 
hanno valori determinati ed unici. Perô la posizione rispettiva del- 
Tasse x, dell'arco M' MM'' e dalla tangente t pu6 essere dîversa 
da quella rappresentata dalla fig. i^bis^ nella quale l'arco è com- 
prcso entro l'angolo formato dalla tangente coU'asse. 
— Intanto, mentre le ordinate 

dei punti m* ed m!' délia curva valgono rispettivamente 
"■ f{'^-H), f{x + Hi 




Tig, 15. 

quelle di n! ed »'' (fig. 1 5) punti situati sulla tangente, corrispondenti 

aile medesime ascisse 

(t — H ed a + /f 

dei due punti precedenti m\ m" y sono date dall'equazione délia tan- 
gente 

s 

quando in questa si pongano invece di x rispettivamente 

<i — H ed « + -H; 
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ossia sono / 

f{7.)-H.f'[xy, / (») + /f . /' (a) ;,' 

I 

e conseguentemente le difTerenze fra le prime ordinate e queste ul- 
time valgono 

tiguaglianze che possono riunirsi nella seguente formola unica: 

l,Z 1.2.3' 

In essa Â rappresenta la diiferenza fra Tordinata délia curva equella • 
della tangente, ed i segni superiori si riferiscono alla parte a sini- 
stra, gli inferiori alla parte a destra del punto di contatto M. Sic- 
come si debbono consîderare due punti m' ed m!\ immediatamente 
a sinistra e a destra di M, cosi è necessario supporre H tanto pic- 
colo, che il termine 

1.2 ' 

dia il segno a tutto Ib sviluppo A. 

— Nella fig. 15, A è negativo, giacchè, tantp immediatamente a si- 
nistra, quanto immediatamente a destra del punto di contatto, l'or- 
dinata della curva è superata da quella della tangente: avviene il 
contrario nella fig. 16, in cui Tordinata della curva tanto a destra 
quanto a sinistra supera quella della tangente, ossia A è positivo. 
Puà darsi eziandio, che l' arco pt! Mtn!^ invece di trovarsî nella re- 
gione délie y positive, come ha luogo nelle due figure précèdent!, 
giaccia nella regione délie y négative,' come accade nelle altre due 
figure 15 bis e ^16 bis. 

Queste disposizioni diverse possono raggrupparsi due a due 
in base ad un carattere geometrico comune, e ad un corrispondente 
carattere analitico. Tanto nella fig. 15 quanto ncU'altra 15 to, l'arco 
trovasi fi-a la tangente e Tasse x\ ossia l'arco stesso in prossimità 
del punto di contatto è concave verso Tasse xi se nella fig. 15 /" m'^ 
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f^n*' valgono rispettivamente unîtà «, «+ «', e se nella fig. 15 bis 




Fig. x5 itf. 

le stesse rette di senso opposto ma délia stessa lunghezza valgono 
rispettivamente unità — «, — (u-{- «'), risulta la diiferenza 

A = « — (« -j- 1^') = — u'- 
= numéro negativo per la fig. i S ; e 

A = — « + (« + tt') = + «' 

= numéro positivo per la fig. 1 5 bis ; ma il segno di A deve essere 
quello del termine 



1.2 



^î'î'' 




A~- 



/ 



// 




Fig. 16. 



Fig. x6 àis. 



ossia quello di f" (a) : e percià /" (a) deve essere negativo per la 
fig. 15, in cui il punto di contatto M cade nella regione délie ^ po- 
sitive e quindî / [y) è positivo ; mentre f" (a) deve essere positivo per 
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la fig. 1 5 bis, in cui, il punto di contatto M cadendo nella regione 
délie y négative, / (a) è negativa: dunque i due casî considerati sono 
compresi nel solo, che/(a) ed /" (a) abbîano segni contrari, ed è 
questo il carattere analitico corrîspondente al carattere geometrico 
comune presentato dalle due figure, àéX essere cioè V arco cancavo 
verso Vasse x, — È inutile fîpefere ragionamenti analoghi ai précè- 
dent! per provare che al carattere geometrico comune presentato 
dalle altre due figure (16 e 16 bii)^ del trovarsî cîoè la tangente fra 
r arco e Tasse, ossia dellV^^^r^ V arco convesso verso Tasse corrisponde 
il carattere analitico del presentare y (a) ed /" (x) il medesimo segno. 
Perciô concludendo : in prossimith del punto di ascissa a la curva è 
concava o convessa verso Vasse, secondo che y (a) ed f" {7) hanno 
segno contrario, o medesimo segno. 

Un caso particolare degno di nota è quello che si rîscontra quan- 
do per un certo valore di a è 

/' («) = o, 

ossia quafldo la tangente condotta pel punto di ascissa a è parallela 
airasse x. Anchè allora perô, per quanto si disse precedentemente, 
Tordinata /(a) o supera le ordinate corrispondenti tanto ad ascisse 
minori quanto ad ascisse maggiori di a, o ne è superata. Secondo 
che ha luogo il primo di questi due casi o il secondo, dicesi che f[x) 
pel valore particolare a attribuito ad x diventa massimo o minimo, 
ed anche che il luogo • 

y=f[x) 

présenta nel punto d' ascissa a un massimo o un minimo. 
— Ecco alcune applicazîoni di queste teorie. 
I. La tangente pel punto (o, 2) alla lin^a 

y=f[x) = — X^ + X+Z (fig. II) 

comprende colTasse a; Tangolo di,45°; giacchè 

f'[x)=-2X+l 

a: = o 
da 

siccome poi 

/(o) = + 2 ed /" (o) = — 2 
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hanno segni contrari» cosl l^arco è concavo verso Passe, ossia l'arco 
giace fra la tangente e V asse. L' equazione di questa tangente è 

ed è facile tracciarla sulla figura. 

II. La tangente alla stessa linea 

y =f[x) = — a?* -f a? + 2, 
condotta pel punto 



il- ^ 

V' 4, 



è parallela allasse a?, giacchè 



f'{^-X-^^-^%-o: 



e in prossimità del punto di contatto Tarco è concavo verso Tasse, 
giacchè 

è di segno contrario ad 

L'ordînata 

/ 



a). 



supera le ordinate prossime a sinistra e a destra, dunque la linea 
présenta un massimo al punto 



("i' j)(v^se^s^ ^^ *g- ")• 



III. La tangente alla linea 



^, . œ^ x^ .2 

y=f[x)= — —^ 2 0: + - 



pel punto 

comprende colle x Tangolo jT, pel quale è 



tang r=/' (ij = (^«_ar -2)| = |: 
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essa ha per equazione 

8^= I4ir — 53; 

in prossimîtà del punto di contatto Tarco è concavo verso Tasse, 
giacchè 



/"(ij = (2a?-i), = + 4 



è di segno contrario ad 



/j^i== — 2-- (veggasî la fig. 12). 



IV. Per l'uno e per l!altro dei punti 



[- t). [^■' -I) 



délia stessa linea delTesempio précédente 

, ^=/(a?)=y — — — 2a' + - 

la tangente è parallela all'asse x e Tarco è concavo verso Tasse 
medesimo in prossimità del primo e del secondo punto di contatto. 
Infatti 

/'(— i) = (a?' — a? — 2)_i = o; 

< /'(2) = (J?' — a? — 2), =0; 

e di più 

/"(-I) = (2a-— l).,=F-3 

ha segno contrario ad 

/(-i)=-6; 

/" (2) = (2 07-1), -3 

ha segno contrario ad 

3 

Siccomevpoi/( — i) supera le ordinate prossime a sinistra e a destra, 

cosl la curva présenta un massimo al punto d' ascissa — i ; mentre 

/ (2) è minore délie ordinate précèdent! e délie successive, e pcrcî6 
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la curva présenta un minimo al punto d'ascissa 2 (veggasl la fi- 
gura 12). 

Neirapplicare il criterio relative alla conve^sità o alla concavità, 
nel ricercare cioè se /(a) ed/" (a) hanno lo stesso segno, si pos- 
sono incontrare i due casi particolari di 

/(a) = 0, 
O di 

/" (a) = o ' 

Se / (a) = o il punto di contatto M cade suU' asse a?, e T arco 
convesso o concavo al disopra di quest'asse è concavo o convesso 
al disotto. 

Quando si presenti un caso di questo génère si potrà stabilire 
nettamente. Tandamento deU'arco, studiando la direzione délia tan- 
gente e il segno di À, corne si fa nei seguenti esempi. 

I. La 'tangente pel punto (2, o) délia linea 

y =/(a?) = — a?» -{- a? -|- 2 

forma coU'asse x un angolo ottuso T, per cui 

tang Z= — 3; 

perciô se sull' asse medesimo, a partire dal punto di contatto, si stacca, 
nel senso O x, un. piccolo segmente positivé •■\-H^ è certo che Tor- 
dinata condotta per l'estremo di questo segmente taglierà la tangente 
« r arco nella regione délie y négative. 
Ora è 

1.2 ^ 1.2.3 ' 

2 

A = H^» nr . . . =s — //^* n: . . , ; 

1.2^ ^ 

ossia A è négative, Tordinata délia curva è minore di quella délia 
tangente, ma il punto che si considéra cade nella regione délie y 
négative; quîndi Parce è convesso al disotto del punto di contatto 
e concavo al disopra (veggasi la fig. 11). 

II. Per la stessa linea 

y =/{œ) = — x^ + x + 2 
^ pel punto 

(-i;o) 



Capitolo oUavo. 153 



\ I 



la' tangente forma coirasse x Tangolo T^ per oui 

tangr=4-3; 

I 

perciô» se nell' asse medesimo, a partire dal punto di contatto, si 
stacca, nel senso O x, un piccolo segmente positivo -f- -^» ^ certo . 
che la parallela aile y coodotta per V estremo di taie segnfiento taglia 
la tangente e l' arco nella regione delle y positive. 
Ora;. 

è negativo, perciè Tordinata délia curva è superata da quella délia 
tangente ; il punto che si considéra cade nella regione delle y po* 
sitive; Tarco è coiicavo al disopra dell'asse x e perciô convesso al 
disotto (v^gasi la fig. 11). 
III. Sia la linea 



^/ \ x^ x^ ,2 



per 



si Ottiene 



X 



/(-2)=0, 



e la tangente condotta pel punto che ha queste coordinate forma 
coirasse x Tangolo acuto T, per cui 

tang r=+4. 

Staccando (fig. 12) suU'asse x un piccolo segmento positivo "^N a, 
destra del punto di contatto, ed innalzando per T estremo del me- 
desimo la normale ail' asse x, questa va a segare la tangente nella 
regione delle y positive ; perciô i puntî immediatamente a destra di 
quello di contatto cadono in questa regione, e siccome è 

A = Jj* zn . , , = ri. — ^— 5: . , . = — — — Jâ 3: . . . 

1.2 ^ 1.2^ 2 ^ 

ossia negativa, cosl l'ordinata délia curva è minore di quella délia 
tangente, e vi ha concavità a destra e necessariamente convessità a 
sinîstra. 

Nel caso in cui pel valore a deU'ascissa del punto di contatto è 

/" W = O, 
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nella espressione délia differenza Â manca il termine che contieae 
ht seconda potenza di i7 e si ha: 

^ 1.2.3 ' 

e siccome, per poter considerare i punti inunediatamente a sinistrà o 
inamediatamente a destra di quello di contatto, è necessario ritenere 
H tanto piccolo che il termine 

^ 1.2.3 

dia il segno a S, cos) in questo caso la diflferenza è negativa da * 
una parte, positiva dalFaltra del punto di contatto; ossia la tan- 
gente condotta per questo punto jda una parte è collocata fra V arco 
e Tasse a?, mentre dall'altra parte è Tarcp che è intermedio fra la 
tangente e Tasse; o finalmente, mentre Tarco da una parte di M 
è concavo verso 1' asse, dalTaltra parte è convesso, corne per cscm- 
pîo rappresenta la'fig. 17. 




Fig. 17. 



Si dice che in questo punto la linea présenta una inflessione. 
I. Cosl, ad esempio, per la linea 



jc» x' 



y =flx) = 2X4--- 



si trova una inflessione al punto 



(2' 12)' 
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giacchè il polinomio 

f {x) = 2X — I 

è annuUato dal valore */« posto in luogo di x. La tangente per 
questo punto forma colle x Tangolo T, pel quale 



tang 



T=f'{L)=i^^-x-2),,, 2; 



e quindi un angolo ottuso. Inoltre, siccome la differenza A vale 

^ 1.2.3 ' ^3 

cd il punto di inflessione cade nella regione délie ^ négative, cosi 
a sinistra deir inflessione, diflerenza negativa, ordinata negativa; con- 
vessità; a destra^ differenza positiva, ordinata negativa; concavità; 
(veggasi la fig. 12.) 

IL Del pari la linea 

x^ x^ ' 
ammette il punto di inflessione 



- 


(- 


I 


; —3 


^)' 


giacchè la condizione 












/"{* 


•)- 


2 x-^- 


I — 


è soddisfatta da 










- 




X = 


I 

_ ■ 

" 2 ' 





ed 



/(^')=-5é- 



La tangente condotta per questo punto forma colle x l' angolo 7*, 
pel quale è 

tangr=/'(-i) = (..+ .+ i)_. = l; 
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T è *acuto. Siccome poi 



€ siccome il punto d' inflessione cade nella regîone délie y néga- 
tive, cosi a sinîstra dî M Tarco è convesso verso Tasse, a destra è 
concavo (veggasi la fig. 13). V^ 

Pel luogo rappresentato daUa condizione générale 

sono punti di inflessione tutti quelli, le cui ascisse soddisfano alla 
condizione 

f'f {x) = o = m (i« — I) tf ar--^+ {m — l) (/» — 2) *a?— ' + . . •; 

ed inversamente per ottenere i punti di inflessione del luogo basta 
trovare le fadici reali dell'equazione: • 

o =f^ {x) = m [m — 1) a x^-* + {m — i) {m — 2) 6 x^'* + . . . 

e determinare poi i valori di/(;c) corrispondenti, a ciascheduna délie 
radici ottenute: queste possono essere m — 2; quindi è possibile 
' Tesistenza ai m -1-2 punti di inflessione pel luogo 

E necesscU'io notare che, qualoca si discutesse e.si costruisse la curva 
rappresentata dal polinomio 

si troverebbe che la medesima ha le tangenti parallèle alTasse x in 
punti, le cui ascisse sono date da 

ossia le cui ascisse sono precisamente le medesime di quelle dei 
punti di inflessione délia linea 

Cosicchè i valori di x ricavati dalla condizione 

/"{x)=o- 
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corrispôndono a valori massimi o minirfii di /' [pc) ; e recîprocamente 
ad ogni massîmo o minimo dî /'" {x) corrîspotide un valorc che an- 
nuUa /" (x) ; \ — in altre parole, sîccome • si ha 

r {x) = tang 7; 

cosi la tangente trigonometrica dell'angolo Ty formato coirasse ^ 
dalla tani^ente condotta per uno dei punti di infiessione, è minore o 
maggiore délia tangente trigonometrica relativa all'angolo formato 
dalla tangente condotta per un punto situato o immediatamente a 
sinistra o immediatamente a destra dell'ioflessione: ed anche; tang T^ 
dove T è l'angolo formato da tangenti successive al luc^o 

non puè crescere prima per decrescere poî, se non quando fra que- 
ste tangenti alla curva ve ne sîa una condotta per un punto di in- 
fiessione. 

Ecco rUlustrazione geometrica dî tutto questo: 
Nella fig. 18 si supponga che / sia uno degli m — 2 punti dî inflcs- 




' / ù 



sione possibili pel luogo 



Fig. x8. 



y=f{^)\ 



e che I, 2, 3, . . . rappresentîno alcuni punti a destra di /, î, 2, 3 ... 
alcuni punti a sinistra, per ciascheduno dei quali si sia condotta la 
tangente alla curva. 
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La legge di continuità alla quale vanno soggctte le fiinzioiii /(«), 
/' (^) permette di scegliere questi punti: 

• • • 3> ^» ^» *> ^> 3 1 • • • 

tanto prossimi quanto si vuole, e quindi di considerare le tangent! 
pei medesimî cosl vicîne Tuna aU'altra, da dover ritenere che le 
loro direzioni possano venir tutte assunte successivamente da una 
fra di esse, /, la quale si trasporti in modo continue sul piano, awi- 
luppando la curva. È chiaro chê nella successione di quei piccoli 
segmenti rettilinei che rimangono determinati su una di tali dire- 
zioni dalla direzione précédente e dalla successiva (esempio il seg- 
mento A B determinato sulla tangente i dalla tangente / e dalla 
tangente 2), si ottiene un poligono circoscritto alla curva avente 
lati tanto brevi quanto si vuole : con che si viene a generare la curva 
fer tangentù Pertanto mentre la retta mobile t assume le varie posizioni 
occupate dalla tangente sulla figura a sinistra di 1^ tang Tcresce costan- 
temente sino al valore massimo tang I Gx\t mentre t assume le va- 
rie posizioni délia tangente a destra di /, tang T diminuisce costan- 
temente a partire dal valore tang / G x'. Perciô tang T va continua- 
mente crescendo dalla inflessione che précède / sino ad /, per de- 
crescere da / sino ail' inflessione che viene dopo, e quindi V essere 




Fig. 19. 



Tarco fra due punti di inflessione successivi-o tutto concavo o tutto 
convessOi rispetto ad una parallela all'asse x che non lo seghi, cor- 
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risponde al crescere costante o decrescere costante di tang T in que- 
sto intervallo. 

— La fig. 19 contiene tre puntî di inflessione P^ Q, R: fra P e Q, 
tang T' va continuamente crescendo dallo stato negativo tdihgPEx* 
allô stato positîvo tang Q Gx'\ fra Q ed Rj tang T va continua- 
mente decrescendo dal valore positivo tang Q Gx' al valore negativo 
tang VLx!\ Tanto in uno quanto nell'altro dei due intervalli con- 
sidérât!, tang T s'annulla; fra P e (2 perché T passa pel valore 
i8o<»; fra Q ^à R perché T passa per zéro. Di punti siffattî, pet 
qtiali le tangenti sono parallèle alV asse x ve ne pub essere uno 
in ogni intervallo limitato da/ due punti di inflessione; ma non ve 
ne pu6 essere più d'uno, giacché ïiffinché fosse cos), sarebbe neccs- 
sario che tang 7", dovendo passare più volte per zéro o per 180°, 
crescesse e decrescesse nello 3tesso intervallo fra due punti di infles- 
sione successivi. 

— Concludendo, fra due punti di inflessione successivi l'arco che è 
in ogni sua parte o concavo o convesso verso una retta parallela 
air asse x che non lo sega; e pel quale la funzione tang T varia 
sempre nello stesso senso o d'aumento o di diminuzione, puô pre- 
sentare una, ma una sola tangente parallela air asse x\ nel caso in 
cui taie tangente esiste si dice che Tarco forma una ondulazione. 

Tanto la parte di curva che trovasi a sinistra del primo punto 
di inflessione, quanto quella che trovasi a destra dell'ultimo, non 
contenendo più punti di inflessione, deve essere costantemente, in 
ogni suo punto, convessa verso una parallela air asse x che non la 
seghi; ossia il luogo deve estendersi illimitatamente tanto a destra 
quanto à sinistra. 

Evidentemente questa considerazione graflca comprende la cir- 
costanza analitica che le ordinate hanno tutte lo stesso segno oltre 
una certa ascissa positiva a e prima di una certa ascissa negativa 

^ Concludendo, il luogo 

^ = ax^'\' b x"^"^ + • • • 

va considerato in générale come costituito da un certo numéro di 
archi riuniti fra loro il primo al secondo, il secondo al terzo, ecc, 
il penultimo alFultimo dagli m — 2 punti di inflessione: il primo 
arco limitato a destra dal primo punto di inflessione é illimitato a 
sinistra; Tultimo limitato a sinistra dall'ultimo punto d' inflessione si 
estende senza limite a destra. 
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Cîascuno degli archi ora indicati è tùtto concavo o tutto convessb 
rispetto ad una parallela alP asse x che non lo tagli e puô formare 
una ondulazîone, cioè puô avefe ui> punto, ed unô solo, pel quale 
la tangente è parallela air asse x, 

Tutfto quanto précède è applicato negK esempi del capitolo 
seguente. 
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I. Trattisi anzitutto délia linea 

y =f{x) = — ;r*+ ;r + 2. 

Si sono già segnati (fîg. ii) diversi punti della medesima; si sono 
condotte tre tangent! ; la prima pel punto (o; 2) inclinata di 45<> 
suU'asse x\ la seconda pel punto (i; o) inclinata sull'asse x dell'an- 
golo T per cui 

.taiigr=3; 

la terza pel punto 



(M) 



parallela all'asse ;ir; si è provato che tanto attomo al punto (o; 2], 
quanto attorno al punto • 



(r^ !)■ 



la curva è concava verso V asse, e che la medesima è concava del 
pari a destra del punto (î; o), ma convèssa a sinistra jdi questo. A 
quanto précède deve aggiungersi ora, che la linea non puô avère 
alcun punto di inflessione, giacchè nel caso che si tratta, essendo 
/'' ipo) uguale al numéro — 2, non è ammissibile la condizione 

PONCINI. I ' 
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Perciè la curva in qualunque sua parte è convessa verso la tan- 
gente paraliela alFasse :tr, giacchè una modificazione nell' andamento 
rispetto a tal retta non è possibile, se non esistono punti dMnflessione. 
Si noti che questa considerazione grafica abbraccia la circostanza 
particolare verificata su questo esempio, che cioè oltre le ascisse 

-i e +7 

2 2 

tutti i punti del luogo cadevano nella regione délie y négative, e 
si allontanavano costantemente dall'asse x* ' 
Cosiccbè la linea si compone di una ondulazione sola, la quale è 
limitata nella regione délie y positive dalla tangente 

e si estende iridefinîtamente nella regione délie y négative : il tratto 
continuo col quale si possono riunire i diversi punti délia fig. 1 1 an- 
drebbe considerato corne una parte di questa cur\'a, la quale deve in- 
tendersi descritta cosl : il punto mobile in cammino nella regione délie 
y négative da una distanza infinitamente grande viene awicinandosi 
airasse jf, lo raggiunge, lo passa (ascissa î), entra nella regione 
délie y positive ; quivi s' allontana dall' asse x sino ad una distanza 

massima rappresentata da ~ ; lasciata questa posizione, si avvicina 

4 

di nuovo all'asse x, lo passa (fiscissa 2^, entra nella regione délie 
y négative e si allontana senza limite dall' asse x. £ inutile ripetere 
la considerazione fatta altre volte e che co^tituisce un carattere co- 
mune a tutti i polinomi che qui si trattano, qualunque sia il loro 
grado; che cioè a qualunque epoca e a qualsiasi distanza dall'asse x 
il punto mobile s'avanza costantemente da sinistra verso destra. 

IL In modo afTatto analogS lo studioso discuta e rappresenti 
la linea 

Troverà che essa non ha punti di inflessione; che présenta una tan- 
gente paraliela all'asse x nel punto 



(-^ 'è 



che è convessa in ogni sua parte verso questa tangente, e che quindi 
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si compone di una ondulazione sola, la quale si svolge tutta nella 
regione délie y positive ; che «ono punti délia medesima quelli le 
cui coordinate vçngono indicate nel quadro; che la curvt non sega 
Tasse x, e che finalmente Tequazione 



non ha radici reali. 



;r* + ^ + I = O 
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- 



III. Si sono già individuati (fig. 12) parecchi punti del luogo 



'8 



x"^ 



* 

si è visto, che esso ha il punto di inflessione 



[2 ' I2J' 



che la tangente condotta per questo punto forma colle x PaAgolo 
ottuso 7", per cui 

tangr=— ^ 

4 

! 

e che a sinistra dell' inflessione la curva è convessa verso Tasse, 
mentre è concava a destra. Si è trovato che il luogo nei due punti 



, (-'t). (4) 



ha le tangenti parallèle alTasse x^ e che tanto attomo al primo 
quanto attomo al secondo di questi punti la linea è concava verso 
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Tasse. In base a questo è chiaro che verso la tangente (parallela 
air asse x) , condotta pel punto d' ascissa — i è convessa in ogni 
sua parte quella porzione del luogo che trovasi a sinistra del punto 
d'inflessione; porzione la quale a destra è limitata da questo punto 
d'inflessione e si estende, per quanto è stato detto ora, indefinitamente 
nella regione délie y négative. L'altra porzione del luogo, la quale 
giace a destra del punto di inflessione, è tutta convessa verso la 
tangente (parallela ail' asse x) condotta pel punto di ascissa 2: co- 
sicchè, mentre essa è limitata a sinistra dal punto di inflessione, 
è illimitata a destra nella regione délie y positive. Si noti che que- 
ste considerazioni comprendono le circostanze particolari verificate 
già su questo caso, che cîoè per ascissa ' minore di — 3 le ordinate 
erano tutte négative, mentre per ascisse maggiori di 4- 4 crano tutte 
positive. 

Pertanto il punto mobile che trovasi in cammino nella regione délie 
y négative da una distanza infinitamentè grande, è andato del con- 
tinuo awicinandosi ail' asse x^ arriva a questo, lo passa (ascissa — 2); 
s'avanza nella regione délie y positive sino ad una distanza massi- 

ma dall'asse x di -^ ; da questa posizione ritoma verso l'asse x^ lo 

passa I fra le ascisse zéro ed — I , entra nella regione délie y négative, 

e, passata l' inflessione, arriva sino alla distanza dall' asse x^ dalla 

quale ritoma verso quest'asse che passa per la terza volta (fra le 
ascisse 3 e 3 Y»), entra nella regione délie y positive, ed in questa 
s'allontana indefinitamente dall'asse x. 

Inutile ripetere anche qui, che.il punto procède costantemente da 
sinistra verso destra. 
^ Il Iratto continuo col quale si possono riunire i punti délia fîg. 1 2 
rappresenterebbe una parte del luogo. '^ 

IV. Quanto alla linea ' 

x^ x^ 

JK=/(^)=j + - + ^ — 3 

si sono già segnati sul piano (fig. 13) divers! punti; e si è trovato 
anche che essa ha un punto di inflessione, il punto 

\ 2' ~^~2)' 

che quivi la tangente forma coll'asse x Tangolo T^ per cui 

tangZ:^^, 
4 



1 
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che a sinîstra di questo punto V arco è convessa verso l' asse, a de- 
stra è concavo. Fer conoscere se questa linea ammetta tangenti pa- 
rallèle air asse x^ basta scrivere la condizione 

e cercare se e quali numeri la soddisfano. Si ha 

f[x) = x' + x+i. 
Ora 

équivale a 



hr)=-f. 



che non è soddisfatta da alcun valore reale di x : dunque il luogo 
non ha tangenti parallèle ail' asse x^ e mancano qui quelle due ondu- 
lazioniche presentava la curva deiresempioIII. È facilissimo formarsi 
ridea délia curva attuale, osservando che in questo caso il punto 
mobile, nella regione délie y négative s'awicina costantemente ai- 
Tasse x^ passa la posizione dell' infléssione, raggiunge Tasse x, lo 

passa j fra le ascisse i e — j , entra nella regione délie y positive, 

dove s allontana indefinitamente dalT asse. È importante notare che 
le considerazioni geometriche precedenti abbracciano la circostanza 
particolare verifîcata altra volta, che cioè per ascisse minori Aï — 3 
le ordînate erano tutte négative, mentre per ascisse maggiori di -{- 2 
le ordinate erano tutte positive; e che di pîù si è assicurati dalle 
medesime (cosa rimasta dubbia nello studio précédente di questo 
esempio) che il luogo sega T asse x in un punto solo fra le ascisse 

I e — e che appunto fra questi limiti cade Tunica radice reale del- 



r 


equazione ; 






• 














3 


X^ 

+ — 

^ 2 




-3—0. 






V. Dal 


polinomio 
















/W = 


z=2X 


'-5 


x' + x — 


I 


si 


deducono i 


due 













/'{x)=-.6x*—iox-\-i, 

/"{x) = l2x — 10. 
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La condizione 

/" (;r)'= 12 ;ir — 10 = O 

è soddisfatta da 



^ 5 
6 ' 



e si ha 



perci6 il punto 

[1 = 0.833; -| = -2.48i]. 

che cade nella regîone délie j/ négative, è Tunico punto di inflessione 
del luogo; la tangente condotta per esso forma coirasse x Pangolo 
T ottuso, pel quale è 

Di più, avendosi 

ossia essendo negativa la difTerenza À pei punti immedîatamente a 
sinistra délia inflessione, e positiva per quelli a destra, ed inoltre tro* 
vandosi il punto di contatto nella regione délie y négative, si ha 
convessità vei^o Passe x a sinistra, e concavità verso Tasse mede- 
simo a destra. La condizione 

/' [x) =6x^ — io.r + I = Oi 

équivalente all'altra 

(6;r — 5)'= 19, ecc, 

è soddisfatta dai due valori 

0,106; 1,559; 

ai quali corrispondono le ordinate 

— 0,947 1 —4,015; 
perciô pei due punti 

(0,106; o';947), (i,5S9J 4^15) 

le tangenti sono parallèle all'asse x e siccome pel primo di questi punti 
di contatto / ed /" hanno lo stesso segno, pel secondo segni contrari, 
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cosi a^omo al primo punto Tarco è convesso verso Tasse x^ at- 
torno al secondo èconcavo. 

La tabella seguente dà le coordinate di parécchi punti délia 
curva, e nellg stesso tempo riassume quasi tutti ^i risultati précè- 
dent]: la terza colonna contiene i valori f'(x) relativi ai tre punti 
principal!, e la colonna indicazioni tre parole che mostrano le coa- 
dizioni di andamento rispetto ail' asse x attorno ai due punti di 
tangente parallela ail' asse medesimo e la natura delP angolo T for- 
mato coU'asse x dalla tangente alla inflessione. 





- 






X 


/w 


/•(') 


^dicaziom 


— I 


—.9 
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— 0,5 


— 3 









— I 




- 


+ 0, 106 


— 0,947 





convessa 


+ 0,5 


— 1.5 






+ 0,833 


— 2,481 


19 
6 


ottuso 


+ 1 


— 3 


• 




+ 1.559 


— 4,015 





concava 


+ 2 • 


— 3 






+ 2,5 


+ 1,50 . 






+ 3 


+ 11 







Evidentemente tutta quella parte di curva che trovasi a sini* 
stra del punto di inflessione è costantemente convessa verso la tan- 
gente (parallela alTasse x) pel punto d'ascissa 4-0,106; mentre 
l'altro punto che trovasi a destra dell' inflessione medesima è con- 
vessa verso la tangente (parallela air asse ^) pel punto di ascissa 

+ ii559- 

Cosicchè il luogo di cui si tratta si estende senza limite a si^ 

nlstra, nella regione délie y négative, a destra in quella délie posi- 
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tive: il punto mobile, in cammino nella regione délie ^ négative da 
una distanza infinitamente grande, viene awicinandosi all'asse Xj 
arriva sino ad una posizione distante — 0,947 da questo e poi se 
ne allontana ; passa per V inflessione, giunge alla distanza dalF asse 
X rappresentata dal' numéro — 4)CI5; poscia si awicina di nuovo 
a quest'asse, lo passa fra le ascisse 2 e 2,5, entra nella regione 
délie ^ positive, dove s' allontana senza limite dall'asse x\ inutile 
osservare che a qualsiasi epoca e in qualunque posizione, il punto 
mobile procède costatitemente da sinistra verso destra. La costru* 
zione délia linea è facilissima, mediante'i dati del quadro, e si la- 
scia allô studioso. 

Intanto le considerazioni precedenti hannp posto chiaramente 
in sodo, che la striscia di piano compresa fra le due tangent! pa- 
rallèle all'asse ;r, le cui equazioni sono rispettivamente 

>f = — 0,947, >' = — 4,015 

e sulla quale si trovano il punto di inflessione e i due punti che 
caratterizzano le ondulazîoni di cui si compone la curva, è tutta 
compresa nella regione délie y négative, e che è quindi il solo ramo 
estendentesi aU'infinito nella regione délie y positive che sega Tasse 
una volta; e che perciô Tequazione 

2 x^ — 5^' + ^ — 1=0 

ha una sola radice reale: questa è compresa fra 2 e 2,50. 
VI. Dal polinomio 

\ 

si deducono gli altri due 

/'-(;jr)-4ar' + 3;ir' + ar — 8, 

f"{x) = l2x*-\-6x-{-ï. ■ 
' La condizione 

/" {x) = 12 .r' + 6ar + I = o, 

équivalente ail' altra 

non è soddisfatta da alcun valore reale per x, perciô il luogo nan 
ha punti di inflessione. 
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La equazioue 

/' (;r) = o = 4;r»+ 3 ;r«4-;r — 8 =0 

ha per radice Tunità, e si tramuta quindi in 

(4^'+7^+8)(ir-l)*=0: 
e la condizione 

équivalente ail' altra 

non è soddisfatta da alcun numéro reale. In conseguenza il luogo 
ha una sola tangente parallela all'asse Xy la tangente condotta pel 
punto di ascissa i. Sostituendo Tunità ad x nei polinomi /(:r) ed 
/" (;r), si trova 

/(l):^-6,50, /"(!) = + 19, 

quindi l'ordinata del punto di contatto è — 6,50, ed inoltre da una 
parte e dall' altra di questo punto la curva è concava verso Tasse. 
Siccome poi il luogo non ha alcun punto di inflessione, cosi è certo 
che esso in ogni sua parte è convesso rispetto alla tangente pa- 
rallela ad ;k:; si compone quindi di una ondulazione sola, caratte- 
rizzata dal punto (i; — 6,50); limitata nella regione délie y négative 
e che si estende indefînitamente tanto a destra, quantô a sinistra 
nella regione délie y positive. 

La tabella alla pagina seguente dàle coordînate di parecchi 
punti del luogo, ed è in base a quel numeri, ed aile osservazioni 
fatte precedentemente che si potrà con grande facilita tracciare la 
curva sul piano. In questo caso pertanto un punto mobile in cam- 
mino nella regione délie y positive da una distanza infinitamente 
grande, viene avvicinandosi all'asse x^ lo raggiunge, lo attraversa 

I fra le ascisse e o j , entra nella regione délie y négative, s' al- 

lontana dall'asse x sino alla distanza massima rappresentata dal- 
l'ordinata — 6,50, ritorna verso Tasse ;r, lo attraversa di nuovo fra 
le ascisse 

+ 1- e +1I, 
4 4 

entra nella regione délie y positive, allontanandosi costantemente 
dalT asse x. Il punto mobile poi a qualunque epoca e in qualsiasi 
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posizione ha sempre proceduto da sinistra verso destra. L'intéres- 
sante da notare qui è che, siccome la curva descfitta sega in due 
punti Tasse delle Xy cosi Pequazione 

:r*4-:r*4-ijc'— 8;r— I =0 

ha due sole radici reali e due limiti particolari, per ciasçheduna di 
esse sono stati indicati dal processo tenuto. 



X 


/W 


• 
X 

• 


/W 


— I 


+ 7,500 


+ ! 


— 5,980 


__3 

4 


+ 5.Ï75' 


+ « 


— 6,500 


2 
""4 


+ 3.062 


+■; 


— 5i«24» 


I 
~4 


+ 1,019 


+-: 


— 3,437 





— 1,000 


+■! 


+ 1,269 


+j 


— 2.949 


+ a 


+ 9,000 


+!• 


— 4,687 


• 





VII, Abbiasi il polinomio 

-^ -^ ^ ' 12 2 ' ' 6 12 

Da esso si deducono gli altri due: 



La condizione 



/" W = q 

è soddisfatta dai due numeri i e 2. La condizione 
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lo èdal numéro — i ; talchè /' ^x) è divisibile per or + î, e si tpva: 



la condizione 



I II .23 



équivalente all'altra 

non è soddisfatta da alcun numéro reale. 

Dunque, il luogo rappresentato dalla funzîone proposta ha due 
punti di inflessione, le ascisse dei quali sono rispettivamente i e 2 
e in conseguenza le ordinate 

/(i) = + 4 ed /(2)- + 8Vit, 

ed ha un punto solo pel quale la tangente è parallela all'asse Xj il 
punto d' ascissa — i e di ordinata 

Attorno a quest' ultimo punto la curva è concava verso V asse x, 
giacchè 

/"(-.i)=+6 

ha segno contrario ad/( — i). Le tangenti peî punti di inflessione 
formano coU'asse x rispettivamente gli angolt T ^ T\ dei qualî 
tanto Funo quanto Taltro sono acuti, e per cui 

tang T=r (i) = 47; tang r'=/' (2) = 47 • 

Fer le condizioni jdi andamento rispettivamente ail' asse x si trova, 
al punto d' ascisse i : 

fnt fij I 

A = lîz H , — — -+-.,. = ± •— Il -4- ... ; 
^ 1.2.3 ' 6 * ' 

attorno al punto d' ascisse 2: 

^ 1.2.3 ' ^6 ' . 
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e siccotne tanto F un pùnto quanto Taltro giacciono nella regione 
délie y positive, cosi alla sinistra del primo punto V arco è convesso, 
a destra concavo; a sinistra del secondo è concavo, a destra con- 
vesso. 

La tabella seg^uente riassume quasi tutti i risultati précèdent! 
ed indica le coordinate di alcuni altri punti diversi da quelli tro- 
vati sin qui. 











X 


/w 


/w 


Indkanioni 


t 
f 

— 4 


+ 531^ 


\ 




— 3 


+.,-; 






— 2 


+■; 




- 


— I 


2 . 
2 - 

3 





coDcava 





5_ 








12 


/ 




I 


+ 4 


+4 


acuto 


2 


+»î^ 


+n 


acuto 


3 


+-; 


• 




4 


4-20- ' 
4 




^ 



La colonna /' {x) contiene tre soli numeri che sono quelli relativi 
alla tangente parallela all'asse x^ e aile due tangenti pei punti di 
inflessione; la colonna indicazioni contiene tre parole, la prima rela- 
tiva aile condizioni di andamento della linea verso Tasse x attorno al 
punto di ascissa 7 ; le altre due relative alla natura degli angoli formati 
coir asse x dalle due tangenti pei punti di inflessione. A mezzo dei 
numeri oflferti dalla tabella lo studioso traccerà sul piano la curva, 
cominciando dai tre punti importanti, secondo M ordine in cui i me- 
desimi si succedono da sinistra a destra (dalPalto al basso nel qua- 
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dro); e cioè individuerà il punto di ascissa — i, poscia quello dt 
ascissa i, in seguito l'altro d' ascissa 2, conducendo nello stesso 
tempo le tangenti pei punti medesimi; ecc. È chiaro che rispetto al- 
Tunica tangente parallela all'asse x è convessa tutta quella parte 
del luogo, i cui punti hanno ascisse minori di i, e che perciè l'on- 
dulazione caratterizzata da questa tangente è limitata a destra dal 
primo punto d' inflessione, ma è illimitata a sinistra, ossia la curva 
si estende indefinitaraente nella regîone délie y positive. 

Fra i due punti di inflessione non trovasi aléun punto per cuî 
la tangente sia parallela all'asse x\ Tordinata va costantemente au- 

7 
mentando da 4 a 4* S — ; tang T diminuisce di pochissimo passan- 

" 2 ^^ I 

do dallo stato + 4 "" ^ ^il^ro + 4 — ; ^ Qui il caso pertanto di 

3 ^2 

un arco limitato a due punti di inflessione successivi, che non forma 

una ondulazione. 

Per ascisse maggiori di 2 si hanno ordinate costantemente po- 
sitive e crescenti, giacchè non esistono tangenti parallèle all'asse 
X su questa parte del luogo, che è perciè illimitata a destra nella 
regione délie y positiye. È inutile, dopo quanto è stato detto, se- 
guîre il cammino che percorrerebbe il punto mobile in questo caso'; 
è importante perè notare qui che, siccome la linea sega in due 
punti Tasse delle x^ cosi Tequazione 

Lx^^Lx^J^x'^^^x 5- = o 

12 2 ' ' 6 12 

ha due sole radici reali, una compresa fra — 2 e — i, l'altra fra a 
ed I. 

Vni. Per îstudiare la linea la cuî equazione è 

y =/(;r) =s= x^ — lO;ir" + 6 :r + I, 
si calcolano anzitutto le due prime derivate di /(âr), ossia : 

/" (;r) = 20:ir* — 60 x. 

La condizione 

/" (^) = 20 or' — 60 ;tr = O, 

équivalente all'altra 

^(^'— 3) = o, 

è soddisfatta da treyalori di x\ 

,0. +^= + 1,732, -v/3 = — 1*732; . 
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^ ai quali corrispondono rispettivamente i valori di y: 

/(o) = i; /(i,732) = — 24,98; /(— 1,732) = 26,98: 

cosicchè il luogo ha tre punti di inilessione: 

(o; I), (1,732; 24798); (ÎJ32; 26,98). 

Le tangeftti per questi Ire punti fanno coirasse x rispettivamente 
gli angoli 7^^ 7"', T" \ Tè acuto; T^= 7"" è ottuso, e si ha: 

tang T= 6 ; tang T' = tang J" = — 39. 

Inoltre pel punto di inflessione d^ascissa o,'che cade nella regione 
délie y positive, è : 

. A=znII"^ — ir^^+...= ± 10./^»+...; 
^ 1.2.3 ' ' 

pel punto d' inflessione d'ascissa 1,732, che cade nella regione délie 
y négative, è: 

pel punto di inflessione di ascissa 1,732; che cade nella regione délie 
y positive, è: * 

A = ^ // . 1- . , . = qp 20.ftf •-|- . . .: 

1.2.3 

.cosicchè la linea présenta v.erso V asse x, attorno al primo di questi 
punti, convessità a sinistra, concavità a destra; attorno al secondo, 
convessità a sinistra, concavità a destra; attorno al terzo, concavità 
a sinistra, convessità a destra. 
La condizione 

/' (x) = s X* — 30X* -^ 6 = 0, 

équivalente all'altra 

(S;ir'— IS)«=I9S; ecc, 

è soddisfatta da quattro valori di jr: 

2,41; —2,41; 0,46; —0,46; 
ai quali corrispondono rispettivamente i valori di ^ : 

— 43.22; 45,22; 2,81;-— 0,81; 



Capitula nono. 



175 



e perciè il luogo ha quattro tangeiiti ' parallèle air asse x^ quelle 
cohdotte pei punti: 

(2,41; 43";22), (2";4i; 45,22), (0,46; 2,81), [ÔÂ6\ ôfii)\ 
e siccome 

/" (2,41) = + 135,35, /"(2;4i)=— 135,35; 

/'' (0,46) = -25,65; /" (6:46)= + 25,65: 
sono di segno contrario rispettivamente a; 

/(2,4I)= — 43,22; /(2";4I)= +45,22 

/(o,46) = + 2,8i; /(ô;46) = — 0,81; 

cosi attorno a ciascheduno di questi quattro punti la curva è con- 
cava verso Tasse x. 

Quasi tutti i risultati precedenti, insieme aile coordinate di al- 
cuni altri punti diversi dai considerati, figurano nella présente tabella. 



X 

■ 


/w 


/'W 


Indicaaiûni 


— 4 


— 407 


• 


\ 


— 3 


+ 10 


9 




-^2,41 


+ 45," 





concava 


— 1,73 

■ 


+ 26,98 


— 39 


angolo oltuso 


— 0,46 


— 0,81 





concava 





+ 1 


+ 6 


angolo acuto 


+ 0,46 


+ 2,81 





concava 


+ 1,73 


— 24,98 


— 39 


angolo ottoso 


4-2,41 


— 43i22 





concava 


+3 


— 8 






+4 


+ 409 
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La colonna f {x) fornisce i valori relativi esclusivamente aile tan- 
gent! parallèle all'asse x ,^ a quelle condotte pei punti di infles- 
sione, e la colonna successiva {indicaziont) contiene le circostanze 
di andamento attorno ai punti, per cui le tangenti sono parallèle al- 
Tasse ;r e la natura degli angoli formati coU'asse x dalle- tangenti 
condotte pei punti di inflessione. 

Volendo lo studioso tracciare sul piano il luogo, di cui è que- 
stione, dovrà cominciare dal mettere a posto i sette punti principal], 
procedendo da sinistra verso destra (dall' alto al basso nel quadro) ; 
con^urre le tangenti rispettive, segnare gli altri quattro punti, le cui 
coordinate sono indicate nel quadro, ecc. Siccome perè qui le ordinate 
assumono valori assai considerevoli, eziandio in quella parte délia 
curva, la quale dovrebbe essere rappresentata, cbsi taie tracciato 
potrebbe presentare qualche difficoltà. D'altronde è necessario os- 
servare che, per lo scopo cui si ha in mira, piuttosto che d'un di- 
segno esatto délia curva, è qui il caso di un disegno di massima: 
disegno fatto, cioè, avendo riguardo unicamente al segno (-|- o — ) 
délie ordinate e non al loro valore, avendo riguardo alla natura 
delP angolo formato dalla tangente (se zéro, se acuto, se .ottuso) e 
non al numéro che gli serve di misura. Uno schizzo di questo gé- 
nère, fatto a mano libéra, sarà più che sufficiente a fornire una 
idea chiara dell' andamento délia curva; andamento, del resto, che 
lo studioso deve ora essere in grado di dedurre dalla considera- 
zione dei soli dati délia tabella; ed eccolo: 

— la parte del luogo, che trovasi a sinistra del primo punto di in- 
flessione (quello d'ascissa 1,73), è tutta convessa verso la tangente 
(parallela all'asse x) condotta pei punto d'ascissa. 2,41; giacchè 
suUa medesima non esiste alcun punto di inflessione: perciè questa 
prima ondulazione è limitata a destra al punto d'ascissa 1,73; ma 
è necessariamente illimitata a sinistra; cosicchè combinando questa 
circostanza colle condizioni di andamento rispetto all'asse x attorno 
al punto d'ascissa 2^41, si deve dire che la linea si estende illimi- 
tatamente a sinistra nella regione délie y négative dopo aver segato 
Tasse fra le ascisse — 4 e — 3; 

— P ondulazione seguente, caratterizzata dal punto di ascîssa — 0,46, 
che giace nella regione délie y négative, ha per punti estremi le due 
inflessioni di ascisse rispettive 2,41 e o, le quali giacciono entrambe 
nella regione délie y positive; questa ondulazione pertanto sega 
Tasse x due volte; una volta fra le ascisse 1,73 e 0,46; la seconda 
fra le ascisse 0,46 e o; 

— viene poscia una terza ondulazione, che ha i suoi estremi, uno 
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(quello d'ascissa o) nella regîone délie y positive; l'altro (quello 
d'ascissa 1,73) nella regione délie j négative; e per la quale il punto 
dî tangente parallela all'asse x giace nella regione délie j/ positive; 
questa ondulazione sega Tasse una volta sola, fra le ascisse 0,46 

ed 1,73; 

— r ultima ondulazione comincia a sinistra alP inflessione di ascissa 
1,73; ha la tangente parallela airasse;r nel punto d'ascissa 2^1; 
e a destra è illimitata; la linea quindi si estende illimitatamente 
nella regione délie y positive in caus?, délie spécial! condizioni di 
andamentO], dopo aver tagliato per la quinta volta Tasse x fra le 
ascisse 304. 

Dopo tutto questo è inutile fermarsi a descrivere il cammino 
che percorrerebbe un punto mobile sul piano. In questo caso è da 
hotarsi perô, concludendo, che, siccome la linea 

y =/(;r) ^=x^ — 10 ;r' -f 6 ;i- -|- i 
sega în cinque punti Tasse x^ cosi Tequazione 

^ — iox^-\'6x'\'i==o 

ha cinque radîci realî, ciascheduna compresa fra due numeri, che 
sono statl precedentemente indicati. 

Le conclusion! che possono dedurs! da quanto è stato esposto 
sîn qui in questo capitolo sono di due specîe. Le une si riferiscono 
ai caratteri geometrici del luogo 

e a questo rîguardo s! è detto abbastanza, perché lo studioso possâ 
riassumerle da se. Le seconde hanno rapporto diretto col problema 
générale che si tratta, délia separazione cioè délie radici reali del- 
Tequazione: 

f[x) = o. 

Ed anzitutto: dalla costruzione del luogo 

y =/W 

si pu6 avère la conferma del teorema; che se il grado m di f[x) 
è dispari, Tequazione /(r) = o ha neeessariamente una radice reale; 
se f« è pari, f (x)^o puô essere sprovvista di radici siffatte ; si 
pu6 avère eziandio la riprova degli altri teoremi del secondo capî- 

PONCINI. «^ 
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tolo, nonchè puô dedursene cke, affinchè fra due numeri 'k e \u sia 
compresa una radice di 

è necessario in générale che /{!) ed /{il) siano di segno contrario; o 
in altre parole che la reciproca del teorema fondamentale (capitolo 
secondo) e veray in générale^ toltone il caso in cui V arco sia tangente 
alVasse x. 

In secondo luogo la costruzione ha condotto alla separazione 
délie radici di 

ossia alla determinazione di due limiti particolari a ciascheduna délie 
radici di questa equazione in tutti i casi numerici trattati. £ cosl 
si è veduto ; — che T equazione 

ha due radici reali, cioè — i e 2 ; 

— l' equazione 

x^-^-x + 1=0 

non è verificata da alcun numéro délia série reale; 

— r equazione 

x"^ x^ ,2 

ha tre radici reali; una uguale a 2; una seconda compresa fra o 
e 0,50; la terza fra 3 e 3,50; 

— r equazione 

^ x^ 

1 \' X — 3 = 

3 2 J ^ 

ha una sola radice reale compresa fra i ed 1,50; 

— r equazione 

2 x^ — Sx^'\' X — 1=0 

ha una sola radice reale compresa fra 2,0 e 2,5 ; 

— r equazione 

x^4- x^A x^—8x— I =0 

* ' 2 

ha due radici reali, una fra o'J$ e O; Taltra fra 1,50 ed 1,75; 

— r equazione 

-X* Ix^ + X' + ^X-'L^^O 

12 2 * • 6 12 
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ha due radici reali comprese una fra' 2 e ï; Taltra fr^ o ed i; 
— Tequazioné 

x^ — 10 AT* + 6 ;r + I = o 

ha cinque radici reali, limiti delle quali sono rispettivamente: 
4 e 3 ; 1^732 e ÔÂ^', ÔÂ6 e o; 0,46 e 1,732; 3^4- 

Talchè per questi casi particolari la sola rappresentazione ha con- 
dotto alla risoluzione del problema al quale si mira. 

Ma perô, quantunque la medesima sia sempre facilmente appli- 
cabile ai polinomi di terzo grado, pur nondimeno egli è certo che 
la costruzione grafica, lasciatà aile sole sue forze, non condurrebbe 
facilmente a risultati soddisfacenti per lo scopo che si. ha di mira, 
quando si trattassero equazioni di gradi elevati. 

Perciô non nella sola costruzione grafica dovrà cercarsi in gé- 
nérale la soluzione del nostro problema, alla quale essa non puô faciî- 
mente condurre che in alcuni casi speciali; ma bensi nei principii che 
emanano da questa costruzione, associati ai principii analitici dei primi 
quattro capitoli di questo libro; ed è ciô quanto trattano i capitoli 
che seguono. 



CAPITOLO DECIMO. 



Si rammenti aiîzitutto che, dal grado di f{x) e dal numéro 
délie variazioni di segno in questo polinotoio e nel polinomio tra- 
sfonnato F {x)y si ha mezzo» a concludere tosto quante radici realî 
possibili debbano ammettersi per la proposta 

Da queste considerazioni preliminari si passa in seguito allô studio 
spéciale délie radici positive, sia di/(;r) = G, sia di F{pc) =o. 
— Se per l'equazidne 

Z è il più piccolo numéro intîero, che soddisfa alla regola newto- 
niana (capitoli terzo e quarto), tutte le radici positive délia mede- 
sima sono comprese nell' intervallo ' 

(o . . . Z). 

Di più, siccome quella legge, a mezzo délia quale dalla funzione 
f[x) vengono dedotte tutte le derivate 

vale sempre per formare con una qualunque di queste le derivate 
successive ; e siccome inoltre la condizione newtoniana si riferisce ad 
uno stato comune per rutti i polinomi 
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giacchè la medesima esige che essi diano risuîtati tutti positivi ; cosl 
è chiaro che L è limite superiore générale, non solamente délie ra- 
diai di ^ 

/ W = o , 

ma eziandio di. quelle di ciascheduna délie equazioni secondarie 

/'W = 0, /"M=0...; 

le.radici positive délie quali, per conseguenza, sono esse pure tutte 
comprese nell' intervallo 

(o . . . L), 

Al contrario il numéro intiero che précède Z, ossia L — i (che si 
indicherà per semplicità çon Zi) non soddisfacendo più alla condi- 
zione newtoniana, o in altre parole, rendendo negativo uno o parec- 
chi dei risuîtati 

/(A), /'(Z,), /"(A), f"'{JU)..., 

non è più limité superiore comune a ciascheduna di queste equa- 
zioni, una délie quali almeno deve essere soddisfatta una volta nel- 
r intervallo 

— Puô darsi intanto che i risuîtati / (Zi) ed/(i) abbiano lo sfesso 
segno o abbiano segno opposto. 

— Nel primo caso, è possibile Pesistenza di due o più radicir (In 
numéro pari) di f[x) = o nelF intervallo (Zi . . . Z); ma pu6 avvenire 
anche che non ne esista alcuna; giacchè, perché Li non soddisfi più 
alla condizione newtoniana, è sufficiente che nelP intervallo s'anhulli 
una qualsiasi délie derivate 

— Se,poi/(Zi) ed/(Z) hanno segno opposto fra L^ cd L, 

è soddisfatto almeno una volta, ma pu6 esserlo anche un numéro 
dispari di volte. 

' — Talchè, Togliasi nell' un caso, vogliasi neU'altro, è necessario ap- 
plicare nuove ricerche e nuovi criteri alP intervallo 

Prima di procedere a questo perô gîoverà genefalmente conoscere 
sin da principio i risuîtati tutti che s'ottengono da/(jr), quando in- 
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vece di x vi si pongano rispettivamente gli intieri 

che precedono Li\ giacchè potrebbe avvenire che în taluni casi spé- 
ciali taie conoscenza bastasse alla separazione délie radici; o che, 
più in générale, essa aiutasse le ricerche ulteriori, consigliando ad 
incominciare quest' ultime piuttosto da un intervallo che da un altro. 
Per esempio, se pér le variazioni offerte da f[x) non fossero possibili 
in f{x) = Q, che n radici positive ed i risultatî 

f{L), /(ZJ, f(U),... /(o) 

presentassero nei loro segni n — i variazioni, sarebbe certo che délie 

n radici reali supposte esistono solamente n — i, ecc. Veggasî ad 

esempio l'equazione 

x^—Sx — Z=o, 

studiata alla fine del capitolo quarto. 

Ecco ora il concetto délie nuove ricerche da compiersi in se- 
guito su ciascheduno degli intervalli 

e per fissare le idée su 

(Z, . . . Z). 
— Calcolinsi le espressioni 

j \ i> ^J \ n j 2'^ ^ '* 1.2.3*^ ^ ' 

successtvamente per 

x^=^ L^ ed ;ir = Z 

a mezzo delPalgoritmo \B\ e i risultati si scrivano in ordine inverso, 
corne è qui sotto indicato: s 

— /'"'(il). ^ — /'""" {lA , — î^— /'"-'» (i.) . . . , 



1.2' * "' I 

— /'-> (Z), — î— /'--" (L) , -— ï — /'— *> (i) . . . , 

...^/"(Z), ^/'(Z), /(Z); 
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— nella prima dî queste série alcuni, ed uno almeno dei termini, è 
négative; nella seconda i termini tutti sono positivi. 

Si supponga di costruîre ordînatamente gli archi délie linee 

terminât! ai punti di ascisse Lx ed L. Anzitutto la linea 

è una retta; cosicchè î soli segnî délie ordinate estreme, cîoè dî 

/^— »>(A) ed /<— '>(Z), 
bastano a stabilire se questa retta seghi o no T asse nell' intervallo 

nel che si ha un criterio certo per dire se la linea sussegfuente 

présent! o non présent! una tangente parallela air asse x nell' inter- 
tervallo, ossia formi o non formi una ondulazione. Se taie ondula- 
zione esiste, pu6 accadere che essa seghi o non seghi Tasse; o, in 
altre parole, che P inrervallo (Zi . . . Z) comprenda o no due radici 
deir equazione ' 

ed è questo quanto deve essere accertato prima di continuare. A 
ciô servira un procedimento che si discutera in brève e che, o con- 
durrà alla conclusione che T ondulazione considerata non taglia T asse^ 
o spezzerà V intervallo (Z^ . . . L) in due intervalli distinti , ciasche- 
duno dei quali contiene un punto di sezione ; a questo punto si po- 
trà, o suir intervallo magg^ore, se 1* ondulazione non sega Tasse, a 
su ciascheduno dei minori se ha luogo il contrario, continuare lo 
studio sugli archi successivi sîno al primo /(;r), e quindi si conclu- 
derà se il polinomio f[x) ammette o no numeri che lo annuUano 
neir intervallo considerato. 
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Se poi la retta 

non sega Tasse, si piglierà per punto dî partenza il primo fra gli 
archi precedenti che taglia V asse medesimo, ecc. 

Tutto il lavoro precedentemente îndicato, ripetuto agli intervalli 

■ • 

\l^% • • • .l^ijf (<^^ • • • ^^j ) * * * 

condurrà alla separazione délie radici, ossia alla determinazione di 
altrettante limitazioni particolari per ciascheduna di esse. , 
Ciô per quanto ha riguardo allô spirito del metodo: — il modo di 
applicarlo, i criteri geometrici speciali necessari, le semplificazioni 
che si possono usare esigono lo studio particolareggiato di buon 
numéro d'esempi; ed è quanto viene fatto qui sotto. 

I. Anzitutto si studi Tequazione • 

/{x)=X^ — 2X — 5=0, 

e si provi dîrettamente quanto si verificô nel capitolo secondo; che 
cioè essa ha una sola radice reale. — La medesima pel suo grado 
potrebbe avère tre radici reali; l'unica variazione presentata da/(;r) 
accenna alTesistenza necessaria di una sola radice positiva; e i due 
cambiamenti di segno, che si incontrano nel polinomio trasformato 

s 

permettono di supporre due radici négative. 
Riferendosi alTequazione data 

/(;ir) = ;r«— 2 ;r — 5 = G, 

si vede immediatamente, che per Tunica radice positiva è limite su- 
periore il numéro 

S+ I =6; 

da questo si discende sino a 3, il più piccolo degli intieri che soddi- 
sfino alla regola newtoniana. Per ;ir = 3 si ottiene 

/(3) = +i6, 
per X = 2 

/(2)=-i; 

ed è évidente che, non potendosi in questo caso supporre più ra- 
dici positive, si deve senz' altro concludere, che V unica radice posi- 
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tiva è compresa fra 2 e 3. Qui pertanto non è più necessario l'e- 
saoïe délie due série che si ottengono per x = 2 ed ;r = 3 ; per6, 
siccooie esse presentano un carattere spéciale, che si incontrerà so- 
vente in seguito, cosi è utile studiarle egualmente. Esse trovansi tra- 
scritte nçl quadro: 



X 


2 


3 


7J 


> 


+ 1 




+ 6 


+ 9^ 


Tf 


+ 10 


• 

+ 25 


f 


I 


+ ï6 



Tutti i numeri che le compongono sono positivi, ad eccezione di 
ûno solo, /(2) ; la retta /" {x) non sega Tasse nello intervallo, giac- 
chè le ordinate estreme sono dello stesso segno; quindi fra le ascisse 
2 e 3 non esiste per la linea/'(:r) alcun punto di tangente paral- 
lela air asse xi — la linea /' {x) fra gli stessi limiti 2 e 3 non sega 
Fasse, giacchè non forma ondulazioni neir intervallo, e le sue ordi- 
nate estreme hanno segni uguali; non esiste in conseguenza alcun 
punto di tangente parallela air asse ;ir sulla linea f[x)y la quale perô 
sega Tasse una volta, giacchè i segni délie ordinate estreme del- 
Tarco sono opposti. Concludendo, frcM2 e 3 esiste una radice di 



e non ne esiste alcuna di 



o di 



/"(;»r) = 0. 



Ogni volta che in due série calcolate si riscontrerà il carattere 
esaminato ora, si potrà ammettere la conclusione précédente senza 
ripetere i ragionamenti fatti; i quali del resto sono applicabili ad un 
caso più générale di quello trattato; al caso, cioè, in cui^non già i 
risultati -tutti abbiano lo stesso segno, ad eccezione di un solo, ma a 
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quello ih cui abbianosegni uguali due a due i risultati corrispondenti» 
al caso, per esempio, offerto dalla série del seguente quadro, 



1 



—f 



m) 



iW 



ttn — I 



./(«• 



-1) 



m — 2 



./(•• 



-2) 



/ 



+ 



+ 

+ 

+ 



+ 



+ 

+ 



* 

ottenute supponendo ;r = Z ed ;r = Zi nel polinomio / [x) dî grado fn. 
Per lo studio délie radici négative deirequazione/(;r)'=o, si 
ricorre alla trasformata 

/(— x) = o = F[x)-^x* — 2X'^S=o, 

e si cercano le radici positive di questa. Il più piccolo numéro in- 
tiero, limite superiore secondo la regola newtoniana, è Tunità; per 
x=i ed ^ = o si hanno î risultati i^" (i) = + 4, ^ (o) = + S î ^ ^^ 
due radici supposte debbono pertanto cercarsi fra o e i. Sono rias- 
sunti nel quadro 



\ 



X 


o 


I 


— . F'" 

il 


+ 1 


+ 1 


±,F" 

i3 


o 


+ 3 


If' 
I 


•—2 


+ 1 


F 


+ 5 


+ 4 
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1 tennini délie due série. — La retta F'* [x) sega Tasse airestréma 
di ascissa o, non nello intervallo ; talchè V ondulazione della linea 
successiva non cade entro T intervallo ed F' passa dallo stato néga- 
tive — 2 al positive 4- 1, segando Passe una voltasola; percîô l'arco 
délia F{x) présenta un punto di tangente parallela alTasse x\ inol< 
tre, siccome è 

F[o) = +S ed^ i^(i) = 4-4, 

cos) gli estremi di questo arco cadono entrambi nella regione délie 
y positive; ed è incerto anzitutto se V ondulazione, limitata a questi 
estremi e contenente il punto suddetto, abbia taie disposizione da 
dover ammettere che essa pu6 segare Tasse délie x^ o da potere 
a dirittura concludere che ciô è impossibile. Per decidere questo si 
considerino le direzioni délie tangenti guidate pei punti di ascissa o, 
e d' ascissa i, ossia pei punti estremi delTarco nell' intervallo. Que- 
ste direzioni sono date in massima dai segni che ha F' per le ascisse 




Fi|r. ao. 

di questi punti. Ora per ^ = o, F' (o) è negativo, dunque la tan- 
gente a sinistra forma colTasse un angolo ottuso; per 4r= i, 

I 

è positivo, dunque la tangente a destra forma colTasse un angolo 
acuto: questi risultati, uniti alla circostanza che Tarco F[x) pre- 
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senta neirintervallo un solo punto di tangente parallela alPasse x^ 
permettono di ,concIudere che Tarco istesso volge la convessità verso 
il basso. Cosicchè in questo caso la disposizione è taie da dover am- 
mettere che la curva puô essere segata dair asse (fig. 20). E utile 
notare qui che sarebbe precisamente awenuto il contrario, cioè sa- 
l^rebbestata accertata T impossibilîtà che l'arco segasse Tasse, quando. 




Fig. 21. • 

le ordinate dei punti estremi essendo entrambe positive, la curva 
fosse stata concava verso il basso, ovvero quando, le ordinate dei 
punti estremi essendo entrambe négative, Tarca avesse ri vol ta la con- 
vessità al basso. Questi due casi sono rappresentati nella fîg. 21. 
Intanto, provato che nelFesempio attuale Tondulazione pu6 
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segare Tasse, resta a decidere se essa lo sega realmente o no. Serve 
per questo îl calcolo dell' ordinata del punto Q ,(fig. 20) comune a 
quelle due tangcnti, délie quali precedentemente si sono studîate le 
direzioni; se si troverà che Q cade fra la curva e Fasse, o nel caso 
particolare attuale che T ordinata Ai Q h positiva, vorrà dire, che 
Tondulazione non arriva sino all'asse. Ora i risultati: 

^ (o) = + 5. 

F(i) = + 4, 
F'{o) 2, 

sommînistrano il raezzo di scrivere immedîatamente le equaziont. 
délie due tangent! ; e cioè: 

per la tangente a sinistra, y — 5= — 2(;r — o), 
> > a destra, y — 4 = i (;ir — i) ; 

donde per F ordinata Y del punto comune a queste due rette: 

cosicchè il punto suddetto cade effettivamente fra la curva e Fasse, 
che non possono perciô segarsi F un Faltro. Le due radici reali sup- 
poste în 

F\x) = o 

non esistono; e quindi 

non ha radici négative». 

Il metodo tenuto ora, e che si terra costantemente in seguito, 
per decidere se una ondulazione tagli Fasse o no, pu6 chiamarsi 
metodo délie due tangenti e si compone di due parti; nella prima 
délie quali, considerando le direzioni di massima délie due tangenti, 
si è condotti a decidere se Farco è disposto in modo da poter ta- 
gliare Fasse; nella seconda, a mezzo délie equazioni délie due tan- 
genti, si conclude se F întersezione delFarco colF asse, giudicata 
possibile nella prima parte, awenga difatti o no. 

' È utile consîderare sin da ora i risultati ai quali pu6 condurre 
questa seconda parte del metodo. 

Ogni volta che il calcolo délia ordinata del punto Q^ comune 
aile due tangenti, indiçherà, che tal punto cade fra Farco e Fasse, 
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si dovrà concludere che Tuno di questi non è segato dairaltro; pre- 
cisamente corne ha luogo nelPesempio trattato. Ma quando il cal- 
colo suddetto condurrà al risultato opposto, che cioè V asse trovasi 
intermedio fra il punto Q e gli estremi deirarco considerato, allora 
nulla potrà concludersi di certo, essemlo ugualmente possibile che 
la curva seghi Tasse o no. In casi siffatti sarà necessario dividere 
Pintervallo in intervalli minori e studiare separataçaente ciascheduno 
di questi, corne si vedrà negP esempi successivi. 

IntantOi riassumendo i risultati ottenuti nellô studio dell' equa- 
^ione 

x^ — 2 X — 5 = 0, 

si deve dire, che essa ha una sola radice reale compresa fra 2 e 3 ; 
corne si verificô nel capitolo secondo. / 
IL X' equazione 

f{x)=X^ — X^-\'2X — 3=0 

puô, pel suo grado, essere soddisfatta da tre numeri reali, e siccome 
il pqlinomio trasformato 

F {x) = :ir» + ^* + 2 V + 3 

non présenta alcuna varia'zione, ed/(;ir] ne présenta tre, cos) la pro- 
posta manca di radici négative, e i numeri reali che la soddisfano, 
se esistono, sono tutti e tre pôsitivi. In questo caso pertanto basta 
lo studio deir equazione: 

f[x)=^x^ — x*-^ 2x — 3=0. 
È limite superiore générale: 

I 

3.+ 1=4; 

d& questo si discende aU'altro 

+ 1 = 2, 



14-2 



che è il più piccolo degli intieri che soddisfano alla regola newto- 
niana: si trova successivamente 

'/(2) = + 5; 
f{i) 1: 

/{0) = -3: 
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ora da questi risultati non è dato di concludere nulla di certo, se 
non che fra i e 2 trovasi almeno una radice reale. 
Se neirintervallo 

(i . . . 2) 

questa radice necessaria esiste da sola, Tintervallo précédente 

(o . . . I) 

puô comprenderne due o nessuna; ma pu6 awenire eziandio che 
fra I e 2 vi siano tutte e tre le radid reali supposte e che non ne 
esista alcuna fra o ed i. 
Pertanto è qui di assoluta nécessita la ricerca délie série per 

jr = 2, ;r = I, ;r = 0. 
I risultati sono riassunti nella seguente tabella: 



X 





I 


3 




■ 

+ « . 


+ « 


+ 1 


i^' 


— I 


+ a 


+ S 


i^ 


+ 2 


+ 3 


+ .0 


/ 


— 3 


— I 


+ 5 



Le série per ^ »» i ed ;r = 2 presentano un carattere già noto, ed 
è inutile ripetere le considerazioni geometriche, dalle quali si è con- 
dotti a concludere, che fra i e 2 vi è una sola radice di 



Passando air intervallo 



(0...1), 



si rimane incertî, se esso comprenda due radici di 

onon ne comprenda alcuna. Intanto la retta/"(x') sega Tasse nel- 
r intervallo, quindi /' {x) ha una tangente parallela all'asse x^ e forau 
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una ondulazione; se questa arriva a segar l'asse, /' (at) s'annuUa due 
volte, cosicchè f{x) présenta due tangenti parallèle ail' asse x^ e 
quindi due ondulazioni, délie quali una puô tagliare Tasse e dare 
cos\ le due radici supposte fra o ed i (veggasi la fig. 22) : le due 
ondulazîoni dî /(;ir) non potrebbero entrambe segar Tasse, gîacchè 
allora la proposta avrebbe quattro radici fra o ed i ; il che non è. 
Perciô è necessario anzitutto stabilire se T ondulazione delTarco /' {x) 
seghi Tasse o rio. 
Si applica per questo il metodo délie due tangent!^ osservando: 

— che le ordinate dei punti di tangenza sono enframbe positive; 

— che la tangente a sinistrâ forma colT asse x un angolo ottuso, 
quella a destra un angolo acuto ; 

— che T arco è convesso verso il basso; 




Fig. S9. 

— e che quindi la sola dîrezione délie tangenti non basta a risol- 
^ .vere la difficoltà. Si ricorre quindi aile loro equazioni. Le ordinate 
dei punti di tangenza sono rispettivamente : 

2. I =2; 3. 1 = 3; 

le prime costanti di questa retta; 

1.1.2 = . — 2; 2.1.2 = 4; 

numeri ottenuti dai risultati dei quadro moltiplicati per la fattoriale 
che divide la funzione alla quale detti numeri si riferiscono. Da cîô 
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deduconsi le equazioni: 

per la ' tangente a sinîstra : y — 2 = — 2[x — o) , 

per la tangente a destra : y — 3=4 (;ir — i)j 

da cui 

Ordinata del punto comune = F== + ' î 

cosicchè le tangentî si segano in un punto compreso fra la curva e 

Tasse; Tondulazione di/'(;r) non arriva sino a quest' ultinao ; /' (;r) 

non s'annulla ed/(Ar) non présenta tangentî parallèle ad x; passa 

dallo stato — 3 al — i, offrendo solamente una inflessione, giac- 

chè /'' {x) s'annuUa nell' intervallo. 

Pertanto, raccogliendo le diverse conclusionî speciali, la equa- 

zione : 

x^ — x'^-\'2x — 3=^0 

ha una sola radice reale compresa fra i e 2. 

Noti lo studioso che in questo esempio è occorso di dover ri- 
correre aile equazioni di tangentî condotte ad una linea secondaria 
e precisamente alla linea /'(;ir). Ciô accadrà assaî sovente in se- 
guito, e sarà necessario, ogni volta ohe si presenti un caso di que- 
sto génère, osservare di non servirsi, nel comporre le due equa- 
zioni/ deî risultati numerici quali vengono dati dal quadro, ma bensl 
dei prodotti di questi per le fattoriali, che dividono le fUnzioni a 
cui detti risultati si riferiscono. 

III. Anche per Tequazione 

/(;ir) = 8 ;r'— 14 AT + 7 = o 

la sola considerazione del grado indica l'esistenza possibile*di tre 
radici reali: siccome poî 

F{x)= Sx^— 14^ — 7 - 

présenta un solo cambîamento di segno, cosi una, ed una sola, ra- 
diée negativa esiste necessariatnente ; e le due variazioni di/(r) non 
contraddicono Pesistenza délie due positive. 

Anzitutto, per Tunica radice positiva dell'equazione trasfor- 

mata 

^F{x) =Sx^— 14 X— 7 = 

è limite superiore 2, il più pîccolo degli intieri che soddisfino alla 
regola newtoniana : ;r = 2\la F{2) = '{'2g, ;r = i da F{i)=^ — 13, 
e sî pu6 addîrittura concludere, che la radice cercata esiste fra i e 2. 
Lo sviluppo deglî algoritmî e V esame délie série risultanti sono su- 

POMCINI. '3 
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perflui: perô è utile osservare che, corne si puô rilevare dal qua- 
dro, queste ultime presentano anche qui il carattere già awertito; 
dell' avère cioè tutti i termini, ad eccezione di un solo, il segno -|— 







• 


X 


I 


2 


^ F'" 

^3 


+ s 


+ 8 


' F" 

(2 


+•24 


+ 48 


I 


+ lO 


+ 82 


F 


— 13 


+ 29 



L' equazioné 

f{x) = o 

pertanto ha V unica sua radice negativa compresa fra — 2 e — i 
e puô interessare il conoscere i<segni dei polinomi 

per X =^ successivamente — 2 e — i . 

IPquadro relativo si deduce immediatamente dal précédente, in base 
alla considerazione fatta nel secondo capitolo, cioè, che se — o) è 
un numéro negativo, si ha 

/(_co) = — /r(a>). o /(_a>) = + /r(co), 

secondo che il grado comune dei due polinomi /(;r) ed F{x) è di- 
spari o pari. 



X 


— I 


— 2 




•+8 


+ 8 




— 24 

* 


-48 


T^ 


+ lO 


+ 82 


f 


+ «3 


— 29 
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L'esanfe dei segni nei divers! termini délie série dimostra che 
fra i numeri — i e — 2, 'che comprendono una sola radice di 

le série medesime presentano il carâttere presentito sulla fine del 
primo esempio trattato, carattere che è più générale di quello no- 
tato sin qui, giacchè non già tutti i segni ad eccezione di un solo 
sQno positivi, ma unicamente sono gli stessi (positivi o negativi) i 
5eg^ di due termini corrispondenti. 

Quanto aile radici positive, è limite superiore immediato 

-g- + 1 = 3 circa; 

•e si discende sino ad i colla regola newtoniana: si ottiene: 

/(!) = + 1, /(o) = + 7; 

cosicchè qui cade il dubbio se fra o ed i vi siano o manchino le 
due radici positive possibili; ed è necessario studiare le série i cui 
termini sono riassunti^ qui sotto. 

Intanto f^ {x) sega Tasse alfascissa o, ma di ciô non è a tenersi 
conto nelle considerazioni succ'essive. ' 





. 




1 




X 





'W 


'/4 


I 


-r 

11 


+ s 
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» 


+ 8 


1? 





» 


» 


+ 24 




— 14 


— 8 


-•/. 


+ .0 


f 


+ 7 


+ ' 


-V. 


+ 1 



La curva f{x) ta'glia una volta Tasse passando dalTordinata 
— 14 alla -f" 10, talchè la linea f{x) forma ima ondulazione limi- 
tata nelTintervallo aile ordinate +7 e +1. Per-decidere se la 
medesima ha tal direzione da poter tagliare Tasse, e se, cosi es- 
sendo, lo seghi poi di fatto, si ricorre al metodo délie due tangenti. 
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La tangente a sinistra forma colle x un angolo ottuso [come è in- 
dicato dal segno di/'(o)], quella a destra un angolo acuto [come è 
indicato dal segno di/'(i)]; Tarco volge la convessità al basso, e 
siccome i suoi punti estremi nell' intervallo cadono nella regîone délie 
y positive, cosi la questione nofi è risolta e conviene ricorrere aile 
equazioni délie due tangenti, che soao rispettivamente : 

quella délia tangente a sinistra y — 7 = — IA{^ — o),' 
quella délia tangente a destra y — i = lô (;ir — i); 

donde 

• 7 
K= ordinata del punto comune = —: 

perciô il punto d'incontro délie due tangenti cade nella regione 
delle y négative, mentre gli estremi deir arco considerato cadono in 
quella delle y positive; Pas^e giace fra taie punto d'incontro e gli 
estremi dell' arco — e rimane tuttora dubbio se la curva seghi 
Tasse o no. — È qui pertanto il caso di dividere T intervallo (o . . . i) 
in intervalli minori e studiare separatamente questi al tri.. Si valuta 
la série per 

I 

ma non è necessario in questo calcolo spingersi più in là del risul- 
tato /', giacchè è certo che i risultati /" ed /'" sono positivi; 
non essendo infatti possibile che la retta/"(;ir) seghi Tasse neir in- 
tervallo minore 

(o...i/t); 

quando è provato che non lo sega nel maggiore 

(0...1). 

Come risulta dal quadro précédente, che contiene i risultati impor- 

tanti delle série per 

I 

x= — : 
2 

nelT intervallo * ' 

(o... .Vi), 

/' {x) non sega Tasse, si svolge nella regîone delle y négative pas- 
sando dallo stato — 14 al — 8; e perciô f[x) non présenta ne tan* 
genti parallèle alTasse^r, ne punti di inflessione, ne punti di sezione 



Capitula decimo. 197 



coll'asse; dunque fra o ed */f nessuna radice. Nell' intervallo 

(V«...i) 

hanno lungo le stesse circostanze di segno che nell' intervallo 

(0...1), 

e non vî è altro a fare che applicare Tultima parte del metodo délie 
due tangenti: 

equazione délia tangente a sinistra: j/ — i = — S{x — */«) î 
equazione délia tangente a destra: j — i = io(;r — i); 

donde per ordinata del punto comune 

F- -il- 
9 ' 

talchè si rimane ancora nella incertezza se la curya seghi V asse o 
no, ed è necessario dividere V intervallo (*/« . . . i) in intervalli mî- 
nori. Si fa x = ^/i; si ottiene: 

/{s/,) = _i/„ /' (3 ;,) = _ r, ; 

ed è inutile continuare Talgoritmo, giacchè si è certi che i risultati 

successîvi sono positivi. A questo punto puô dirsî senz' altro che le 

due radici supposte esistono difatto e sono comprese una fra */« e Y4 

e Taltra fra ^4 ed i. 

Riunendo pertanto le diverse conclusioni particolarî, deve dirsî 

che r equazione 

Sx^ — i4:r + 7 = o 

ha tutte e tre le radici' reali; una compresa fra — 2 e — i; una 

seconda fra */2 e 3/4; la terza fra 5/4 ed i. 

Importa qui generalizzare Tosservazione, fatta precedentemente 

nel dividere T intervallo 

(o... I), , 

€ che permise allora di arrestare il calcolo per x = */t al risultato 
/'. — Se trattando il polinomio / (;ir) di grado m^ si trova che pei 
due limiti Zi ed L le série hanno î termini corrispondenti dello 
stesso segno sino ai due 

I 

— /■(j>) 

tnclusivamente, corne avviene,,per esempio, , nelle successioni offerte 
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dal quadro 
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tu, 



m — I 



.y{m-\) 



m — 2 



/ 



(w-2) 



fp) 

P 



./> - I 



./(P 



-1) 



L, . 



+ 



+ 



+ 




od in altre consimilî,' che è facile immaginare ; si puô concludere che 
gli archi di tutte le linee, cominciando da /^"•"■^^(;r) sino ad /^^^(:r) 
inclusivamente nuUa presentano .di singolare nello intervallo 

Pertanto nel computo délia série per un numéro / intermedio fra 
Lx ed L toma inutile spingersi al di là deî due risultati 



Ip-x 



f 



(p-1). 



giacchè è certo che tutte le linee che precedono /^'"'^ (jr) nelia ta- 
bella non potranno presentare negli intervalli minori 

{I^...!), {T...L) 

quelle singolarità che le medesîme non presentavano neir intervallo 
maggiore 

(Z/i . . . Zf) J 



e perciè, corne è indubitato che un termine quàlunque di questa 
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nuova série sino ad 






inclusivamente, présentera il segno comune ai termini corrispondenti 
-délie altre due già computate; cosi è altrettanto inutile conoscere il 
valore assoîuto del medesimo, giacchè, non presentando la curva 
alla quale esso si riferisce alcuna accidentalità nell' intervalle, que- 
sta cognizione non ha importanza per lo studio che si ha in mira. 
IV. L'equazione 

f{x) =X* + 3X2—2X+1=0 

pel suc grado potrebbe avère quattro radici reali; ma siccome f{x) 
présenta due sole variazioni ed F {x) non ne ha alcuna, cosi di queste 
quattro radici solamente due positive restano possibili. Per d.ecidere 
se le medesime esistano difatto o no, si osservi che nell' equazione 

/{x) = X* + 3V* — 2 or + I = o 

è limite superiore délie radici 3; da questo "si discende a 



- + I = 2 circa, 



1 + 3 

e finalmente ad i che soddisfa ancora alla regola newtoniana: per x=^i 
si ha y (i) = 3, per x = si ha /(o) = i ; cosicchè è precisamente 
neir intervallo (o.* . i) che possono esistere le due radici supposte. 
Le série relative sono riassunte nel quadro: 



X 





'/, 


I 


^^• 


+ 1 


» 


+ « 


V 





. » 


+ 4 


» 








i;'- 


+ 3 


• 
• 


+9 


4/- 


— 2 

». 


+/, 


+ 8 


f 


+ « 


+i 


+•3 
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Nulla di rimarchevole sino alla linea/" [x\ inclusivamente ; la linea 
/' [x] présenta solamente un punto di sezione nelF intervallo; cosic- 
chè f[x) forma una ondulazione, la quale è limitata aile ordinale 
positive -f" ï ® + 3« La sola considerazione délie direzioni délie due 
tangenti non basta a decidere se quest' ondulazione seghi Tasse o 
no; ed è quindi necessario ricorrere alla seconda parte del metodo 
e scrivere le equazioni délie medesime. Si ha: 

per la tangente a sinîstra, y — i = — 2[x — o); 

per la tangente a destra, y — 3= %[x — i)^; 
donde 

e resta ancora Tincertezza di prima: si restringa P intervallo, calco- 

lando la série, per esempio per jr = — , spingendo il calcolo sino 
ad 7— f inclusivamente, giacchè, per l' osservazione fatta alla fine 

dell* esempio précédente, sarebbe inutile proseguire. Nessuna radice 
è possibile fra */» ed i; e due lo sono fra o e Vs- È necessario 
anche qui ricorrere aile equazioni délie due tangenti: 

tangente a sinîstra, y — 1= — 2[x — o); 

tangente a destra, y — P = — |;r 1 ; 

donde 

: '29 

il punto dMncontro cade tra la curva e l'asse, nessuna radice di 

/{x) = o 
esiste nello intervallo 

(0...V3). 

Perciô, raccogliendo le diverse conclusioni particolari si deve dire che 
Tequazione 

AT* + 3^^ — 2Ar+i=o 

Aon ha radici reali. 
V. L* equazione 

/{x) =x* — 3:r« + 5-^ — 2 = 
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potrebbe pel suo grado avère quattro radicî reali, due délie quali 
— una positiva ed unjt negativa — esistono setiz' altro, giacchè 
f[x) è di grado pari, ed ha Pultimo termine negativo (capitolo se- 
conde] ; la negativa è sola perché il polinomio trasformato 

■ • 

F[x) = X*- — 3 :r^ -»- S ;r — 2 

• a 

présenta un solo cambiamento di segno; la positiva puô essere ac- 
compagnata da altre due, giacchè / {x) présenta tre variazioni. 
Limite superiore immediato délie radici di 



e 



f[x) = o 
3+1=4; 



da questo si discende sino ad i, il più piccolo dei numeri intieri 
che soddisfîno alla condizione néwtoniana ; per ;t: = i si ottiene 



per ;ir = O 



/(0) = -2; 



risultati dei quali si potevano prevedere i segni opposti, giacchè 
almeno ùna radice positiva deve esistere. 

Lo specchio espone le série per at = o ed ^r := i . 









X 





I 




+ 1 


+ > 


-r 

/3 





+4 


ê 


' 




i^" 


— 3 


+3 


T^- 


+ 5 


+3 


f 


— 2 


+ « 



Nulla di rimafchevole per la retta /''' {x\ la quale non sega Tasse nel- 
r intervalle; l'arco délia linea /" {x) invece lo taglia, il che produce 
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una ondulazione per la curva /' W ; se questa ondulazione sega 
r asse, rimane incerto se la curVa successiva 

lo sega in uno o in tre punti. (Veggasi la figura 23, nella quale è 
disegnato il caso incui/(Ar) tagli trç volte Tasse). È adunque neces- 
sario decidere se T ondulazione /' (;r) taglia Tasse o no. 




Fig. 33, 

L' applicazione délia prima parte del metodo délie due tangenti non 
basta, bisogna ricorrere anche aile equazioni di queste ultime. Qui 
viene a proposito T osservazione fatta alla fine delT esempio II : le 
ordinate dei punti di tangenza sono rispettîvamente + S e + 3 ; le 
prime costanti nelle equazioni délie medesime : 

1.2x3 = — ^; e 1.2x3=6, 

e pcrciô per la 

tangente a sinistra, y — 5 = — 6{x — o), 

tangente a destra, y — 3== 6{x — i); 
donde 

il punto d' intersezione cade fra la curva e. Tasse, e T ondulazione 
non arriva sino a questo. La linea successiva / {x) non présenta per- 
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ciô alcuna tangente parallela all'asse, e sega una volta sola il me- 
desimo. Lo studioso riferendosi alla trasformata 

F[x) = x* — 'ix' — Sx-^2 

troverà che Tunîca radice positiva délia medesima è compresa fra 5 • 
e 2 e che le série per ;r = 2 ed ;r = 3 presentano il noto carattere 
(termini tutti positivi ad eccezione di un solo). 

Riunendo le diverse conclusioni speciali, si deve dire che la 

^*— 3 ^'+5^ — 2=0 

ha due sole radici reali; una conjpresa fra — 3 e — 2 e l'altrafra 
o ed I. 

VI. Il grado dell' equaziohe' 

f[x) = 2x^ — x^'{-Sx^ — 7x'+2 = o 

permette di congetturare quattro radici reali, le quali tutte non pos- 
sono essere che positive; giacchè 

m 

F{^x) = 2;r* + :r' + 5;r' + 7;ir + 2 = 
non ha radici positive, quindi 

non ne ha di négative: le quattro variazîoni che s' incontrano in f{x) 
non escludono la. possibilità dell' esistenza di queste quattro radici. 
Limite superiore per le medesime è 

+ 1=2; 



2 + 5 

colla regola newtoniana si discende sino ad i \ 

/(I) = + I, /(o) = + 2,; 

ed è necessario qui ricorrere aile série riportate nello specchio délia 
pagina seguente. La retta/'" (;r) sega Tasse nelP intervallo ; la curva 
f* (^) présenta una ondulazione: la sola considerazione délie direzioni 
délie tangenti per gli estremi non è sufficiente a decidere se taie 
ondulaiîone seghi Tasse o no, ed è necessario ricorrere aile loro 
equazioni. 
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X 


o 


0.5 


I 


/ 






« 




+ 2 


» 


+* 


Y 


— I 


}» 


+ 7 

• 


Y 


+ 5 


» 


4 

+ '4 


Vf 


— 7 


-1.75 


+ 8 


f 


+ 2 

1 


—.0,25 • 


+ • 



Le ordinate dei punti di tangenza sono rispettivamente 

I . 2 X 5 = lO; I . 2 X 14 =^ 28 ; 
e le prime costanti 

1.2.3x7= — 6; 1.2. 3x7 = 42; 



donde le equazioni: 



e m conseguenza 



y—\o^ — 6{x — o), 
y — 28 = 42 (;ir — i); 

F=-f7; 



e siccome anche le ordinate degli estremi dell'arco sono positive, 
cosi r arco non afriva ail' asse ; /' {x) non présenta ondulazioni ed 
ha un solo punto di sezione coU'asse; in conseguenza /(or) présenta 
una ondulazione unica e sega Tasse al più in due purAi; giacchèle 
ordinate estreme hanno lo stesso segno. 

Questa osservazione porta già a concludere che due delle quat* 
tro radici supposte non esistono. 

AU'arco f{x) compreso nell'intervallo è applicabile il solito me- 
todo, e si ha: 

tangente a sinistra, y — 2 = — 7 (^ — o) ; 

tangente a destra, y — 1=8 (;ir — i); 
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donde 

5 ' . 

I 

il che non permette di concludere nuUaj si restringe l' intervallo fa- 

cendo 

^ = 0,5; 

e lîmitando il calcolo al risultato /' inclusivamente si trovano i due 
numerî riportati nella tabella. Perciô le due radici supposte esistono 
difatti una fra o e 0,5, Paîtra fra 0,5 ed i: nel quale ultimo inCer- 
vallo esîste eziandio una radice di 

r{x)=o. 

Concludendo, l'equazîone proposta % ' 

2r^ — r» + 5:r? — 7;r+2=0 

ha due radici reali. 

VII. L'equazione 

potrebbe pel suo grado avère sei radici reali^ délie qualî quattro al 
più positive, giacchè sono quattro le variazioni in f{x)\ e siccome 
la trasformata 

f{—x) = o=F[x) = x' + x' + 2 x^^ 5^+1 

non ha cambiamenti di segno e la proposta quindi non ha radici 
négative, cosl restano possibili queste sole, quattro positive. È limite 
, superioré per le medesime 

5 + 1 = 6; 
dal quale si discende a 

5 

+ 1 = 3 cïrca ; 



1+2 
la regola newtoniana poi è sodclisfatta anche dal 2, e si ha: 

/(2) = + SS, . 
/(o) = -Hi. 
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Le série relative a questi tre numeri sono riportate nel seguente 
quadro. 



X 


o 


V, 


I 


2 


;6 


+ « 


+ 1 


• + « 


. +« 








r 




i/ 


— I 


-+» 


+ 5 


+ 11 


i^' 


+ 2. 


+ T 


+ 12 


+ 52 ■ 


^r 


O 


+ 4 


+ 18 


+ 136 


!3 




* 


• 


• 


-r 


O 


^l6 


+ 17^ 


+ 208 


■ T/- 


— s 


1 

33 
8 


+4 


+ 171 


/ 


+ 1 


8q 
64 


— 2 


+ 55 

« 



Intanto si scorge immediatamente che nell' intervallo 



esiste una radice di 



(2 . . . i) 
f{x) = o. 



Cosicchè neirintervallo i e o possano esservene tre. Siccome.la retta 
/^ (at) sega P asse nello întervallo, cosl la linea successiva /"^ [x) pré- 
senta una tangente parallela ad x ed è importante decidere se Ton- 
dulazione corrispondente tagli Passe o no. 

I punti di tangenza hanno per ordioata rispettivamente: 

1.2. 3. 4x2 = 48; 
1.2.3 .4x 12 = 288; 

le tangenti hanno per prime costaati; 



i.2.3.4;5x£ = — 120; 
I . 2 . 3 .4, 5 X 5 = 600; 
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perçiô le equazioni sono: 

tangente a sinistra, y — 48 = — 120 (;r — o) ; 

tangente a destra, y — 288 == 6cx> {x — i) ; 
donde 

F=— 12; 

Fintervallo è troppo largo, bisogna restringerlo. Facendo 

I 

:r = — 

2 

si trova Taltra série indicata nel quadro. Nell' intervallo 



(r-) 



nulla vi è di notevole sino ad /•' {x) cbe sega una volta Tasse, il 
che porta una ondulazione per /(at). Qui perô basta, — ed è impor- 
tante che lo-studioso noti questo caso, il quale, presentitq sino dal 
primo esempio, si présenta in modo diretto ora per la prima volta, 
. — la considerazione délie direzioni délie tangenti agli estremi del- 
Tarco e dei segni délie ordinate di questi estremi, per dire che Tarco 
non puô segare Passe nell' intervallo, giacchè 'svolgendosi nella re- 
gione délie y négative, esso présenta all'asse medesimo la convessità. 
Dunque; ncssuna radiée fra ^/t ed i, e le tre possibili debbono cer- 
carsi fra o e */«• La retta /' (^) sega Tasse nelT intervallo e bi- 
sogna studiare se T ondulazione successiva lo tagli anch'essa.o no. 
Per questo non bastano le direzioni délie tangenti, ma è necessario 
ricorrere aile loro equazioni: — si trova: — 

— Ordinate dei puntl di tangenza: 

II 
1.2. 3. 4x2 = 48; i.2.3,4X — = 78. 

4 

— Prime costanti di queste tangenti; 

" 1.2.3.4.5x7 = — 120; I .2.3.4. S X2 = 240. 

— Equazioni: 

y — 48 = — 120 [x — o) ; 

y — 7i = 2i^O{x — 0,S)\ 

donde 

F=i8: 
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percîô Tarco/*'' non sega Tasse: procedendo, nuUa vi è pîù di ri- 
marclievole sino ad / che sega una sola volta Tasse nelTintervallo 
e non présenta tangente parallela ad i-, od inflessioni. 
Concludendo, T equazione 

ha due radici reali, una fra o ed ^2, Taltra fra i e 2. 

— È necessario ora, arrestandosi alquanto, riassumere il me- 
todo seguito negli esempi précèdent!. ' 

NelTesame délie série di numeri: / 

■A- /'-' (^.) , 7— ^ /'"-'' (^) . 7-^ /'-* (^). • . . 
-L /« (Z:) , y— î — /'— " (Z) , —i — /'—« (Z) , •.•; : 

relative ad un intervallo qualsiasi (Zi . . . Z), non è necessario fer- 
marsi che ai due termini corrispondenti 

■ 

i quali per primi hanho segno opposto; da ciô resta assicurato che 
nelTintervallo (Z . . . ZJ esiste uno çd un solo punto di sezione délia 
linea/^^(ar) colTasse. 

Conseguenza di questo è che la lînea successiva /^'~*^ [x) pré- 
senta una ondulazione nelTintervallo: ora puô awenire che i risultati 

i— /c^-»(ZO 



IP 



ip-i 



/(P-i) (^) 



abbiano entrambi lo stesso segno o segno opposto; se hanno lo 
stesso segno, T ondulazione délia /^"'^(x) puô segare o non se- 
gare T asse, ed -è necessario risolvere questa questione. A ci6 serve 
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il metodo délie due tangenti, che deve applicarsi prima ail' întervallo 
(L . . , Zj), poscia, occorrendo, ad intervalll minori, e che o su quello 
o su questi riesce sempre, esclusone un caso che verra studiato 
in seguito. . 

Conseguenza dell'applîcazione del metodo sarà: 

— o che l'ondulazione non sega Tasse, e questo non ha alcuna in- 
fluenzasulla linea successîva/^ "*^(ir), e permette dicontinuare l'ana- 
lisi nello stesso întervallo (Z . . . Zi), arrestandosi di nuovo agli altri due 
termini corrispondentî successîvi, che presentano segni contrari, ecc. ; 

— o che l'ondulazione sega Tasse, e allora per arrivare a questa con- 
clusione, si saranno già separati in intervalli distinti i due punti di 
sezione, e Tanalisi dovrà continuarsî su questi intervalli distinti, cia- 
scheduno dei quali contiene un punto solo di sezione di y^*~''^(;r); si 
rientra cosi nello stesso caso da ,cui si partîva, cioè delT unico punto 
di sezione di f^^^ [pc). 

Nel caso in cui 



//>-!) 



lp—\ 



abbian segno contrario (veggasi la fig. 24), T ondulazione presentata 




Fig. 24. 



dalkt linea /^*"'^ (;f) sega Tasse una volta sola: e la questione sarà 
già risolta nel caso spéciale in cui/^' "*^ {x) sia il primo polinomio f{x) ; 



PONCINX. 



X4 
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ma negli altri casi, ail' ondulazione presentata dalla linea Succès* 
siva/^^'*' {x\ perché accompagnata da un punto di inflessionei non 
sarà evidentemente applicabile il metodo délie due tangent! : veggasi 
la fîg. 3I9 al seguente capitolo, che rappresenta un arco su cui tro- 
vasi un punto di inflessione. Talchè per procedere occorrerà in géné- 
rale spezzare Tintervallo in minori, partendo dal concetto di separare 
la radice di 

da quella di 

onde ottenere un intérvallo nel quale la ondulazione di f^''^ {x) esi- 
sta da sola, senza punto d' inflessione. 

Per quanto ha riguardo poi coi risultati ottenuti deve dirsi, che: 
o neir intervallo considerato esiste una sola radice di 

o non ne esiste alcuna. Nel primo di questi due casi si conclude, 
comè è già noto, che la radice è separata. Ma questa separazione 
puô essere di due specie, e cioè: 

— o neir intervallo considerato la radice di 

/W=o 
esiste da sola e non trovasene alcuna délie altre equazioni 

o =/' (x) =/" {x) «/"' W = . . . ; 

— owero awiene il cbntrario, e l' intervallo, oltre alla radice di 

contiene eziandio radici délie equazioni 

0=/'(;r)=/''(r)=/'''(;r) = .... 
Ad esempio, per V equazione 

f{x) = 2>x^~ I4;ir + 7 = 0. 

esiste una radice fra — e — e questo intervallo 

2 4. 



(^••f) 



• / 
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non ne comprende alcuna delle equazioni 

0=/' M =/"(;r) =/'"(*) ; 

al contrario, per la stessa equazione esiste un' altra radice fra ^ ed 

4 
I , e questo intervallo 



(I-) 



ne comprende anche una dell' equazione 

/'W=o. 
Parimenti neir intervallo 



(o...i) 



trovasi una radice di 

f{x) = x* — x^ + 2x^~s^+^i 
ma se ne trova anche una di 

/*(;r) = 0; ecc. 

AUora che in un certo intervallo considerato esiste una sola 
radice dell' equazione qualsiasi 

/cp)(^)=o, 
e non ne esiste alcuna délie altre 

si dira che in questo intervallo taie radice è isolata: ed è chiaro 
che il carattere analitico relativo aU'isolamento è; — le due série 
riferentesi ai limiti di* taie intervallo si compongono di risultati tali 
che due corrispondenti qualsiansi hanno lo stesso segno, ad ecce* 
zione dei soli due 

JL /(i») 
lA ' 

A questo stato finale si potrà sempre condurre il calcolo, ad 
eccezione di un caso solo, nel quale rientra quello délia non riuscita 
del metodo delle due tangent! ; caso del resto che si présenta da 
se nel processo del calcolo e che verra trattato in seguito. 
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Intànto gli esempî seguentî, VIII e IX, studiando il campo 
nel quale si presumono possibili, o esistono di fatto le radici di due 
equazioni date, mostrano corne s' impieghi vantaggîosamente il me- 
todo dei tentativî di sostituzione per dividere il campo stesso in tanti 
intervalli, ciascheduno dei quali contenga una sola radice délia série 
d' equazioni 

* 0=/(;r)=/'(Ar)=/''{;r) = ...: ' 

— è uno studio di questo génère riuscirà tanto pîù utile in quanto 
che esso fornirà criteri che guidino nel caso particolare dianzi notato, 
in cui rintervallo maggiore 

(Zi . . . L) 

comprende una radice di 

ed una radice di 

/"-•)(;r) = o. 

VIII. L'equazîone 

f{x) = x' — 3x'-\-x^-\-2 = o 

non ha radici négative e puô averne due di positive al più, 

È limite superiore immediato 

« 

3+1=4; 

da questo si discende sino a 2, il più piccolo degli intieri chesod- 
disfino alla regola newtoniana. 
Supponendo 

x = 2; i; o, 

si trovano per / i valori 

+ 166; +1; +2; 

— nulla accenna alla convenienza di studiaré prima uno dei due 
intervalli 

(1...2); (0...1), 

piuttosto che V altro; talchè sMncomînci per esempîo dall' (i . . . 2). 
Si trovano le série trascritte nel quadro (settima colonna e décima 
colonna). — Niente di rimarchevole sino ad/'" inclusivamente; Tarco 
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délia /"{;r) sega Tasse, quello délia /' {x) présenta una tangente pa- 
rallela aU'asse e lo taglia una vol ta j Tarco del][a/(Ar) forma una 
ondulazione e présenta una inflessione; talchè, per quanto venne 
detto precedentemente, non è qui applicabile il metodo délie due 
tangentî; ed è necessario spezzare Tintervallo (i ... 2) in due inter- 
valli minori, tali che il punto di tangente parallela ail' asse x ed il 
punto di sezione con quest*asse, presentati dalla linea/'(;ïr) nell'in- 
tervallo (1...2), cadano il primo in uno, il secondo nelTaltro dei 
due intervalli minori cercati. 



^ 





0,35 


0,50 


0,56 


0,625 


I 


1,1 


1,2 


2 




+1 










+ 1 


t 




4- » 


11 







• 






+ 8 






+ 16 




• 




• 








+28 






+ 112 


* 












V 


• 


. 




il'- 


— 3 


— 0,599 

■ 4 


+ 4 


• 




+53 






+445 


h'' 





• • ■ 


— 3,125 


— 1,515 


+ 1,306 


+55 






+ 1090 


1 *T 

\ 




















-L ftff 

13^ 





' . • I 


- 5,750 


^^^ • • • 


-6,378 


+26 




V 


+ 1672 


îV/- 


+ 1 


-o.«34 


— 2,312 


^^ • • ■ 


- 4,654 


— I 


+10,6737 




+Ï553 


T^ 





+ 


+ 0,125 


-0,217 


—0,740 


-5 


— 4,1718 


— 0,0386 


+ 788 


/ 


+» 


+ 


+ 2,160 


+ 


+2,127 


+ 1 


+ 0,5220 


+0,27485 


+ 166 



Si ha 



/' {x) = Sx' — iS^^ + 2x, 



I . 2 



/" [x) = 28 ;r« — 30;r' + I ; 
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e le condizioni 

sono soddisfatte da uno solo dei numeri compresi fra 2 ed i ; corne 
è indicato dal quadro général;. 
Da questo si ricava inoltre: 



1,2.3.4 



e quîndi, îndîcando f"{x) con ^(;r), 

«F(i)= — i; i|"(i)=+78; _L V" (l) = + 330; . . . 
Conseguentemente 

V(l,l)=i|r(l)4-0,I.— lI + (o,i).._^ + ... 
^ 1 X . z 

V (1,1) = — I +7,8 + 3,30 + numeri posîtîvî = numéro posîtîvo 

e siccome 

I 



I . 2 

è negativo, cosl la radice di 

I 



/"(i) 



1 . 2 



f"{x) = o 



è compresa tra i ed i,i. 

Inoltre risulta dal quadro: 



/'(i) = -5; 7^/"(0=-i} 



^ /'"(!) = + 26; __L_/"(I)=S5; 



1.2.3- '' ' 1.2.3.4 

perciô, indicando /' {x) con o (r), 

o(i)=— s; io'(i) = _2; 

^ o"(i)=+78; — ï — o"' (i) = 220, . . . 



1.2 *' 1.2.3 
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donde : 

,c,.)-,(.)+o.,.î:iî^+(o,.)..^+(o,,)..i;^+... 

© (r,i) = — 5 — 0,2 + 0,78 + o,;220 + . . . : 

\ 

\ 

si puô quîndi con grande probabilità supporre, che © (1,1), ossîa/' (1,1), 
sia un numéro negativo : la sostituzione compléta somministra infatti 

/' (1,1) = — 4,1718: 

e siccome f (i) è pur negativo, cosl la radice di 

f'[x)=o 

non cade nell' intervallo 

(i...i,i), 

nel quale cade quella di 



1 . 2 



pertanto 1,1 è tal numéro da condurre alla voluta separazione, e si 
deve procedere al calcolo délia série per ;r = 1,1, limitatamente ai 
tre risultati. 

/(i.i); i/'{i,i); J^/"(i,i).* 

giacchè è certo che i successivi sono tutti positivi. 

— Intanto nell' intervallo 

(i. .. 1,1) 

l'arco délia f'[x) forma una ondulazione, ma questa non sega l'asse» 

giacchè di 

/' {x) = o 

esiste una sola radice nell' intervallo maggiore 

(1...2), 

e questa si sa compresa nell' intervallo minore 

(i,i...2); 

del resto, la prima parte del metodo délie due tangenti applicata 
qui conduce tosto alla conferma di questo; poichè i punti estremi 
dell'arco cadono nella regione délie j' négative, ed esso è convesso 
verso il basso. Conseguentemente / [x) passa dallo stato + ^ 21I 
>fr' 0,5220, e non vi è numéro alcuno che lo annulli e che sia corn- 
preso fra i e ed 1,1. 
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— Neir intervalle 

(l,I...2), 

/' [x) sega Tasse, il che produce una ondulazione per/(r) e biso- 
gna applicare la seconda parte del metodo délie due tangenti per 
vedere se questi taglia Tasse o no. Le equazioni sono: 

tangente a sinistra, y — 0,522 = — 4,1718 {x — i) 
tangente a destra, y — 166 = 788 [x — 2). 

In questo caso si pu6 far uso, nella ricerca del valore dî F, o più 
semplicemente del suo segno, del metodo esposto altra volta (capi- 
tolo sesto) suUe due equazioni generali 

yz^ax-^-b, y^za'x-^-b') 

s' arrivé allora alla conclusione che, scelto a^ a\ Y risulta posi- 
tivo o negativo, secondo che si ha ah* "^ ovverô <; a! b. 
Qui perciô è 

^jr = 788 > — 4,1718 =^î'; 



di più: 

b = 166 — 788 X 2 = — 1410 , 

^' = 0,522 + 4,1718 = 4,6938, 

ab' = 788 X 4,7938 , 

^ï'^ = 4,1718 X 1410;' 

ab' <;^ a b ; Y negativo : 

— quindi è necessario restringere T intervallo: ;r = 1,2 dà i risultati 
del quadro ; dei quali si sono calcolati due soli, tutti gli altri essendo 
superflu!; la radice di- 

/'{x)=o 
rimanendo compresa nelT intervallo n^inore 

(1,2 ... 2), 

si applîchi a questo la seconda parte del metodo délie due tangenti : 

tangente a sinistra, y — 0,27485 = — 0,0386 {x — 1,2) ; 
tangente a destra, y — 166 = 788 {x — 2); 
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a = 788 > — 0,0386 == a' , 

6 = 166 — 788 X 2 = — 1410 , 

3' = 0,27485 — 0,0386 X i^ = 0,32 1 17 , 

a 6' =788 X 0,321 17; 

a^ 6= "0,0386 >< 1410 > 
•» • 

ai' — a^ â= 199,65596 = numéro positivo; 

cosicchè l'ondulazione non arriva sine. alFasse, e noiji esistono ra- 
dici di 

/w = o. 

nemmeno fra 1,2 e 2. 

— Concludendo, l'intervalle (i . . . 2) non contiene radici di 

Si passi air intervallo 

(o... i): 

il quadro fornisce le série per a; = o ed x = i, — èliente di ri- 
niarchevole sino ad Z'* inclusivamente; /^(.r) b'annuUa .una volta 
nello intervallo, il che porta una ondulazione per Tarco délia /*"" {x). 
Questa ondulazione sega Passe entro T intervallo, giacchè la tangente 
airestremo che ha per ascissa o, forma un angolo ottuso; la tangente 
air altro estremo, situato nella regione délie y positive, forma un an- 
golo acuto; la convessità è rivolta al basso e Tarco si svolge prima 
nella regione délie j/ négative, poscia in quella délie positive. È ne- 
cessario dunque per proseguire, divîdere questo intervallo (o . . . i). 
Si faccia perciô 

X = 0,50 : 



il quadro dà le série che si è spinta solamente sino ad /^ per una 
ragione bennota. 

— L'ondulazione che présenta f'^{x) nelF intervallo minore 

(o . . . 0,50) 

non taglia V asse; giacchè i punti estremi sono Tuno sulPasse, T al- 
tro nella regione délie y négative ed essa volge la convessità al 
basso. NuUa più di rimarchevole sino ad/" {x) che sega Tasse una 
volta: a questo corrisponde per/' {x) un punto di tangente parallela 
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all'asse x, ma Tondulai^one nonnega quest' ultimo, giacchè le or- 
dinate dei punti estremi sono positive, e la curva è concava verso il 
basso; dunque fra o e 0,50 nessuna radice di 

e nessuna eziandio di 

f{x) = o. 

— Rimane a studiare Tintervallo 

(0,50... i). 

— NuUa di rimarchevole sino alla linea/'^(;r), la quale sega una volta 
Passe; cosicchè l'arco successivo f^"{x) présenta una tangente pa- 
rallela ad x^ e di più, siccome le ordinate dei suoi punti estremi 
hanno segno opposto, cosl sega anche l' asse. 

— È necessario anzitutto spezzare questo intervallo 

(0,50 ... I) 
in due minôri, tali che in uno di essi si trovi la radice di 

^ , /" {X) = o, 

neir altro quella di 

/'" W = o. 

Si ha, ricorrendo aile derivate: 

j-/"(x) = 70x*—isx.- 
Se nella seconda di queste relazioni si fa 

ar = «/. + »/• = 1 = 0.625, 
si trova 

+ 1,306; 



â^"(l)- 



mentre per la prima si ottiene: 



±/. (I) - - 6,578 : 
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e confrontando questi due risultati con quelli ottenuti per x = ^/%^ 
ed ;r = I: 

X 0,50 0,625 I 

I 

Jl^'-- —3,125 +1.306 +55 

4/'" —5,750 —6,378 +26 

si vede che la ràdice di 

/" (*•) = o, 

che si trova nell' intervalle 

(0,50 . . . I) 

è ora ristretta neirintervallo minore 

(0,50... 0,625); 

mentre quellavdi 

/"'W-o, 

che si trova nello stesso întervallo (0,50... i), è ora ristretta nel 

minore 

(0,625 . . . i). 

Il quadro riassume tutta la série per x^=^^f%t ad eccezione 
dei risultati oitre 

I 

h 

necessariamente posîtîvî. . 

— Neirintervallo (0,50 . . . 0,625) esiste una radîce dî/*^ (,r); ma l'on- 
dulazione délia linea successiva /'''(x) non sega Tasse; giacchè i 
suoi estremi cadono nella regione délie y négative, ed essa è con- 
vessa verso il basso. — Continuando, nulla più di rimarchevole sino 
ad/'(;r) che sega Tasse; ma questo non awiene per Tondulazione 
di f{x), la quale ha i suoi estremi nella regione délie y positive, ed 
è concava verso il basso: — dunque nessuna raclice di 

/W = o 

fra 0,50 e 0,625. 

— Fînalmente nelTintervallo 



(0,625...!) 

f'"[x) segaL Tasse una volta, ma non è cosl delTondulaztone di 
/'' {x)j avente glî estremi nella regione délie y négative e convcssa 



t:/" • . • • ' 
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verso il basso : in seguito nuUa più di rimarchevole per nessuno dei 
polinomi: /(jr) = o manca di radici reali anche in questo inter- 
vallo. 

Concludendo, Pequazione 

x^ — 3 ;r5 + ;r« + 2 = O 

non è soddisfatta da alcun numéro reale. 

Si spingano innanzi questi calcoli sino ad ottenere nel campo 
studiato Tisolamento per le radici delle equazioni secondarie. 

Neir intervallo 

(o . . . o,So) 

esiste una radice di 

r[x) = o 

ed una di 

f" {x) = O : 

si separi quella da questa. Si ha: 

±/'(r) = 56.x'-3, 

^/"M = 28.ar'— 30.:r»+i; , ^ 

e dopo pochi tentativi si vede che la radice tanto dell' uno quanto 
delPaltro è compresa fra 0,3 e 0,4 e che si separano per a: = 0,35 : 

X... o 0,35 O'SO 

jzf" —3 —0,599 +4 

4/" +1 —0,234 —2,312 

LZ. • 

Cosicchè la radice di 

r[x) = o 

è compresa fra 0,35 e 0,50; quella di 

r{x) = o 

fra o e 0,35. 

Il quadro riassume per or = 0,35 i due valori ora trovati e i 
.3egni rispettivi. 
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— Neir intervallo 

ossîa 

(0,50.. .0,625), 

câdono due radici, una di 

/" W = o, 



raltra di 



Si ha: 






Si trova tosto: 



i./- (0,56) = —1,515... 

/4 

i/'(o,s6) = — 0,217...; 

e confrontando questi risultati cogli altri due 

X 0,50 0,56 0,625 

j^f' —3,125 —1,51s +1,306 

i/' +0,125 • —0,217 —0,7404 

• si vede che la radice di /*^(;r) = o è compresa fra 0,50 e 0,56; 
mentre quella di /' (;r) = o lo è fra 0,56 e 0,625. 

Riassumendo e confrontando, si puô concludere che: 

Neir intervalld (o ... 0,35) esiste îsolata una radice di /'' {x) = o, 

> (0,35 ... 0,50) ^ » /" W = o, 

(0,50... 0,56) > » /' {x) = o, 

(0,56 . . . 0,625) ' ^ r^ W = o, 

(0,625...!) > » /'/'(;r) = o, 

(i...i,i) > » /"W=o, 

(1,2... i) » » /' (^)=0. 



:» 
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IX. L'equazione 

{f{;x) = ;r^ — 2;r5 — 3;r'4-4^* — iX'\-6=-0 

puô avère quattro radici positive al più e ne ha necessariamente una 
negativa. 

Fer le radici positive è limite superiore 2; e si trovano fa- 
cendo or = 2 ; i ; o i risultati : 

/(2) = + S2; /(!) = + i; /(0) = + 6; 

dai quali nulla puà concludersi di definitivo : è necessario quindi stu- 
diare le série relative, che si riportano nella tabella ^4,. colonne (2), 
(i), (o), limitatamente ai termini indispensabili. 



TABELLA A. 



X 





o»3ï 


0,50 


0,70 


I 

+ 1 


i,ï 


1,2 


1,5 


2 


/7 






\ 








V. 


^^ 





- 






+ 7 




• 






^^' 


— 2 


+ 0,018 


+ 3,25 




+ »9 


■ 








;4 





2,057 


— 0,625 


+ 5,005 


+ 25 












—3 


- 4,598 


-5,812 


— 4,396 


+ 12 








+ 477 


-,'■■ 


+4 


+ 0,674 


— 2,343 


— 5,630 


— 4 


+ 1,300 


+ 10,894 




+498 


f^ 


—5 


— 3,471 


— 3,765 


- 5,387 


— 9 


— 9,330 


— 8,194 


+ 15,859 


+ 263 


/ 


+ 6 


+ 4,739 


+ 4,070 


+ 3,177 


+ 1 


+ 0,074 


— 0,817 


— 0,726 


+ 52 

i 



L'intervallo (i . , , 2) puô contenere due radici délia proposta; 
giacchè/" (;r) sega Tasse una volta sola, f {x) forma una ondula- 
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zione che sega V asse del pari una volta, f[x) forma una ondulazione 
che puô segare Tasse. Si spezzi questo intervallo in minori, per 
modo che il punto di sezione di ^f'^ {x) sia separato dal punto di 
^ezione di /' (;ir). 
Si trova: 

/' {x) = 'j x^ — 10 x^ — gxt-\-ix — 5; 
f''[x) = 21 ;r' — 20 ;r' — 9;r + 4=(p(;r). 

Ora dalla tabella si deduce: 

ç (I) = — 4j ç' (i) = 3 X 12 = 36; . . . 

■e percîô 

ç (1,2) = ? (i) -|-o,2 . ç' (i) + . . . = — 4 + 7,2 + numeri positivi = 

= numéro positivo: 
talchè Tunica radice di 

ossia di 

/" w = o, 

è compresa fra i ed 1,2. 
Di più, siccome 

/' (1,2) =/' (I) + 0,2 -LAI + 0,04 -^y-^ + . . . 
. = — 9 — 0,2 X 8 + 0,04 X 36 + . . . 

= — 9—1,6+1,44 + ... 

è presumibilmente negatrvo, ossia Tunica radice di /' [x) non è proba- 
bilmente compresa nelP intervallo ^ 

(I ...1,2); 

C05i pare che il numéro 1,2 conduca alla separazione voluta. Si tro- 
vano infatti, completando le sostituzioni, i tre risultati forniti dalla 
tabella A (colonna 1,2), i quali attestano che ciô ha luogo realmen- 
te. Di più, siccome il numéro 1,2 conduce a 

. /(i,2) = — 0,817, 

cosi le due radici di f[x) = o supposte nell' intervallo (i . . . 2) esi- 
stono di fatto; una nelT intervallo minore (i . . . 1,2} insieme ad una 



\ 

X 
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radice di /" {^) = o, la seconda neirintervallo minore (1,2 t . . 2) in- 
sieme ad una radice di /' {x) = o. 

Resta ad esaminare Tintervallo (o.. i); se perci6 si conside- 
rano le série riportate nelle colonne (o) ed (i) délia tabella^ si trova 
che: 

— /^W présenta un punto di sezione; 

— f' {^) forma una on'dulazîone, la quale sega Tasse una volta 
sola entre l' intervallo ; come ce ne convincono î segni délie ordinate 
dei punti estremi, (o, +)> e le direzioni di massima délie tangenti 
condotte pei medesimi (angolo ottuso a sinistra, acuto a destra); 

— y'" {x) forma una ondulazione, che sega Tasse una volta sola, 
alla quale non sarebbe applicabile il solito metodo délie due tan- 
genti : è necessario dividere questo intervallo jn due minori, tali che 
in uno di essi sia compresa la f^dice di 

fieir altro quella di 

/ - {x) = o. 

Cià si ottiene facendo x uguale 0,50: il quadrO riassume i risultati 
important! di questo calcolo. 

— Neirintervallo minore 

(o . . . 0,50) 

trovasi la radice 

/' w = o, 

e quindi T ondulazione di/''(jir), la quale, vedesi tosto, non sega 
Passe che alTestremo di ascissa o: poscia nulla di rimarchevole sino 
alla ondulazione di /' {x), che puô segare Tasse e alla quale è ap- 
plicabile la seconda parte del metodo délie due tangenti: 

per la tangente a destra, y + 3765 == — 4,686 (jt — 0,50); 
per la tangente a sinistra y -j- ^ = S [x — o) ; 

donde 

F= — 2,744. 

Questa ondulazione non arriva fino alTasse: /{x) = o non ha in 
conseguenza alcuna radice fra (o . . . 0,50). 

— NelT intervallo 

(0,50... I) 

cade una radice di 

/- {x) = o 

ed una ondulazione ed una sezione di /'" [x). 
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TABELLA B. 



X 

u 


I 


1,3 


1,9 


3 


+ « 




+ 


11 


+ 7 




• 


+ 




-f «9 






+ 


/4 


+ «5 






+ 




+ 12 






+ 477 


2. F" 


— 12 


+ 18,331 




+ 490 


±F' 
I 


— 25 


— 25,383 

1 


+ 146,310 


1 
+ 231 


F 


— 19 


— 27,002 


— 10,651 


+ 8 



È necessario spezzare questo intervallo in minori; si trova tosto 
che X = 0,70 serve al caso : i risultati importanti sono segnati nella 
tabella A. — NelP intervallo 



trovasi la radice di 



(0,50 . . . 0,70) 



ma Fondulazione délia linea successiva non sega Passe; ecc: f(x)^^o 
non ammette radici in questo intervallo. — Nell' intervallo 



figura la radice di 



(0,70 ... I) 
/"' M = o, 



ma Tondulazione délia linea successiva non sega Tasse, ecc, ed f{x) 
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non ammette numeri che lo annullino, compresi in questo intervallo 
minore. 

Per Tunica radice negativa si studia la trasformata 

F{x)=x' — 2 ^* — 3 ;r»— 4 :r* — S :r — 6 = 0. 

E limite superiore il 2, il più piccolo degli intieri che soddisfîno alla 
regola newtoniana: cosicchè la richiesta radice negativa di/(;r) = o 
è compresa fra — 2 e — i. 

Concludendo, V equazione 

f{x)=x^r--'2x^ — 3 ;r' + 4 r* — 5^ + 6 = 

ha solamente tre radici reali: una compresa fra — 2 e — i; una se- 
conda fra 1,1 e 1,2; la terza fra 1,2 e 2. 

Negli intervalli indicati le radici sonoseparate; si osservi se esse 
sono anche isolate, e in caso contrario si isolino, facendo questo an- 
che per le radici dei polinomi secondari compresi entro i limiti stu- 
diati. 

— Neir intervallo 

(1,2 ... 2) 

la radice di 

/{x) = o 

trovasi accompagnata da una di 

/' W = o; 

usandp il solito metodo dei tentativi di sostituzione, si spezza tosto 
questo intervallo nei due minori 

(1,2... 1,5), (1,5. -.2), 
il primo dei quali contiene solamente la radice di 

il secondo solamente quella di 

corne dai termini délie due série rispettive riportati nel quadro. 

— Neir intervallo 

(I...I,2) 

fîgurano due radici, una di 

r'{x) = o 

ed una di 

/(a;) = 0: 
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esse restano isolate a mezzo del calcolo délie série per 

— L'intervallo 

(o . . . 0,50) 

eontiene una radice di 

r w = o 

ed una di 

/"(,r) = o: 

si trova facilmente che calcolando la série per 

^=0,31, 
rintervallo medesimo resta diviso nei due minori: 

(o...o,3i), (0,31 ...0,50), 
nel primo dei quali figura la radice di 

/' w = o, 

nel secondo quella di 

/" w = o. 

Dunque: 

— neir intervallo 

(1,1 ...1,2); 

trovasi isolata una radice di 



— neir intervallo 
una radice di 

— nell' intervallo 
una radice di 

— neir intervallo 

un% radice di 

— neir intervallo 

una radice di 



(1.5 •••2) 
/W = o; 
(o...o,3i) 

(0,31 ...0,50) 

(0,50 . . . 0,70) 
/" W = o; 
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— neirintervallo 



una radice di 



neir intervallo 



una radice di 



— neirintervallo 



una radice di 



(0,70 ... I) 
/"'(r) = o; 

(i... 1,1) 
f"[x)^0; 
(1.2... I.S) 
/' W = o. 



Parimenti dalla tabella B si vede che fra -f- 2 e -}- i sono com* 
prese tre radici: una di 

F[x)—x^ — 2 ^* — 3 r' — 4 r' — 5 ;r — 6 = 0; 
una di 

ed una di 

F" {x) =0. 

Si trova tosto che dividende questo intervallo (i . . . 2) nei tre minori 

(i...i,3); (1,3... 1,9); (1,9.,. 2); 

il primo di questi contiene isolata la radice di 

F" (x) = o, 

il secondo quella di 

F' {x) = o, 

il terzo quella di 

F{x) = o. 
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« 

In forza di quanto fu detto precedentemente si sanno trovare 
<due~nuiiieri positivi ^ e [a tali che Tarco della linea 

limitato ai punti di ascisse X e (a^ non présent! punti di inflessione, 
o tangenti parallèle alPasse x^ e seghi Tasse medesimo una volta 
sola. Queste condizioni geometriche equtvalgono aile analitiche ; che 
fra i numeri ^ e [jl non si trovino radici reali di 

o di 

/'W = o, 
e ve ne sia una sola di 

/W = o. 

"per la quale vale appunto la limitazione 

\ < radiée <; (a. 
Siccome délie due ordinale 

/W ed /(y.), 

le quali hanno necessariamente segni opposti, puô essere positiva la 
prima e negatiya la seconda o viceversa, ed inoltre sicconie in cia- 
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scheduno di questi due casi Tarco puô essere concavo o convesso 
verso Tasse ;r, cosl sono quattro le disposizioni possibili della curva 
neir intervallo, e trovansi rappresentate rispettivamente nelle figu- 
re 25, 26, 27 e 28, in ciascheduna délie quali è 

'OA = \ 0C^= radîce, OB = y.^ 
e si ha 

per rappresentazione geometrica délia limitazione précédente. 

In ciascheduno di questi quattro casi si scelga queirestremo 
dell^arco, che giacé sulla parte convessa verso 1* asse x {M nelle fi- 
gure 25 e 28; iV nelle figure 26 e 27); per esso si guidi la tan- 
gente aU'arco {MT nelle figure 25 e 28; iV 7" nelle figure 26 e 27), 
la quale sega Tasse nel punto T, necessariamente situato fia Testre- 
mo C della ascissa O Q la quale rappresenta la radice reale di 

nelT intervallo, e T estremo delT ascissa 1 o delT ascissa (x {A estremo 
delT ascissa 1 = 0^ nelle figure 25 e 28; ^ estremo delT ascissa 
(jE.= ÔBy nelle figure 26 e 27). — Per Taltra estremità delTarco(JV 
nelle figure 25 e 28; Jf nelle figure 26 e 27) si conduca la paral- 
lela alla tangente guidata prima {NS nelle figure 25 e 28; ^5 
nelle figure 26 e 27), parallela che taglia Tasse x nel punto S, ne- 
cessariamente situato fi-a T estremo C della ascissa O C, la quale rap- 
presenta la radice reale di 

nelT intervallo, e T estremo delT ascissa [x o delT ascissa X {B estre- 
mo delT ascissa il = OB nelle figure 25 e 28; A, estremo della 
ascissa X = TTÂ nelle figure 26 e 27). Le costruzioni precedenti 
conducono in ogni caso a due nuove ascisse O T ed S^i le quali som- 
ministrano per la radîce OC una nuova limitazione \^UT <i^0 C <CjG^ 
per le figure 25 e 28; JTB<:iVC<^UT per le figure 26 e 27), la 
quale è pîù serrata della précédente Ô~À <^ UC < UB. Dei due 
nupvi limiti cosl ottenuti, quello O T dato dalla tangente puô chia- 
marsi limite di Newton; quello OS dato dalla parallela, limite di 
Fourier, 

Prima di procedere, è bene convincersi, che la condizione su- 
ammessa, in forza della quale la tangente deve essere condotta per 
T estremo, situato sulla parte convessa delTarco, non è superfiua,. 
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ma necessaria, e che non si potrebbe, sc^liendo l'altro estremo per 




N 




Fif . 35. 



Fii;. a6 



S 



jr. 



AS 




Fig. J7. 




M 



Fis. 3(. 



if ■* 



questa costruzione, essere ugualmente certi, che il nuovo intervalle 
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risulterà più serrato di quello dal quale si parte. Infatti, mentre la 
tangente condotta per Testremo suUa parte convessa sega Tasse x 
necessariamente fra il punto C e l'estremo della ascissa \ o delFascissa 
\L, non puô dirsi lo stesso della tangente guid^ta per Testremo suUa 
parte concava; cosl per esempio la fig. 29 présenta il caso, in cui 
la tangente condotta per l'estremo situato suUa parte concava sega 
Tasse al di fuori delT intervallo oltre il punto B^ e la parallela 
guidata per Taltro estremo taglia Tasse prima del punto A^ talcbè 
la nuova limitazione cosl ottenuta risulterebbe meno serrata di quella 
da cui si partiva. 

21 




T'xg, t9. 

Pertanto, per essere certi della utilità del risultato di queste costru- 

zioni , è necessario condurre la tangente per T estremo situato nella 

parte convessa delTarco; e questo estremo ha per ascissa o\ à 

p., secondo che per Tuno o per T altro di questi due numeri i ri- 

sultati / cd /" sono dello stesso segno. Quello dei due numeri che 

soddisfa a questa condizione si puô chiamare primo limite» 

Se X è il primo limite, Tespressione analitica del limite di 

Newton è 

OT=\ = \—f(\)\f'(\)\ 

quella del limite di Fourier, è 

e viceversa ; se il primo limite è (x, T espressione analitica del limite 
di Newton è 



Capitolo undecimo. • 233 



quella del limite di Fourier è 

C?S = Xx = X— /(X):/'([x). 

Per provare la verità di queste formole si consideri una qualsiasi 
délie quattro figure 25, 26, 27, 28, per esempio la 28. Anzitutto 
si ha 

dove i numeri positivi Vy W, indicano rispettivamente i valori as- 
soluti di /(X) e di /{y-). — Se, per maggiore semplicità e chiarez- 
za, si fa rotare il triangolo MTA sul suo piano, attorno al vertice 
Ty nel senso degli aghi di un orologio, sino a che esso venga a 
prendere la posizione Q TR nella quale V angolo Q TR è opposto al 
vertice àtWMTAy il segmente RQ vale Funîtà, la tangente trigono- 
metrica dell' angolo Q TR o deir angolo uguale7V5^, vale U=f' (X). 
Ciô posto, deve scriversi identicamente : 

Limite di Newton =^^=1^ + AT= UÂ-\-TR = 

= UÂ + R'Q, cot. QTR=OA + RQ: tang QTR = 
= ). + F: C/= X — /(X) :/' (X) = Xi. 

Limite di Fourier ='^ = 'UB — "SB = 1J1S — £N. cot. NSB 
= 7rè — WliT: tang NSB = IL— W: U= 

<:. d. d. Questi ragionamenti sono applicabili a ciascheduna délie 
altre tre figure, per le quali si comincerebbe dalla rotazione del 
triangolo NSB attorno ad S (fig. 25), o- del triangolo NTB at- 
torno a T (fig. 26), o delPaltro MSA attorno ad S (fig. 27), ecc. 

I nuovi limiti, Xi e p.i , cosi ottenuti, si trovano rispettivamente 
in condizioni identiche a. quelle in cui si trovavano i precedenti X e 
f/., e cioè fra essi vi è una sola radice di 

-e non ve ne è nessuna di 
« di 

/"(X) = 0; 

^ di più, il punto corrispondente airascissa\ giace sulla parte cou- 
vessa dell'arco, e il punto corrispondente all'ascissa (x^ sulla concava» 
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o viceversa, se i punti corrispondenti ali*ascissa \ e alP ascissa ]l si tro- 
vano rispettivamente nell' uno o nell* altro di questi casi : percià 
le costruzioni précèdent! sono ancora applicabili, assumendo per pri- 
mo limite >i o \t,i^ secondo che erasi consideratb per primo X o (x. 
Si ottengono cosl due nuovi limiti ^ e [Xi più serrati dei prece- 
denti, pei quali valgono le considerazioni fatte circa Xi e p. e che 
i\ possono prendere a base di una nuova limitazione, ecc. — £ utile 
notare 1' andamento di queste approssimazioni successive: i numeri 

A, Aj , Aj , A3 , . , . 

s'awicinano sempre più alla radice, ma ne restano tutti o minori o 
maggiori; i numeri 

s^awicinano sempre più alla radice, ma ne restano tutti o maggiori 




K 



Fig. 30. 



{ o minori. La fig. 30 lo mostra chiaramente; in essa si ha successi- 
vamente 

^:3 < ST < 57; < 57; . . . < C 

Z?3>^3'>(76\>S>3;...> OC. 

A questo punto si puô intendere chiaramente la nécessita, o 
Tutilità délie condizioni ammesse sul principio; che cioè Tarco, al 
quale s' applica il processo d' approssimazione, non présent! punti 
di inflessione o tangent! parallèle all'asse x, — Se Pintervallo rac- 



Capitula undectmo. 



235 



chiude un punto di înflessione . (y, fig. 31), l'arco è convesso o con- 
cave verso Tasse, tanto ad un estremo, quanto airaltro; nel casa 
délia convessità, che è quello della figura, essendo indifférente con- 
durre la tangente per V una o per V altra delle estremîtà, sia M V e- 
stremità scelta per ciô ed MT la tangente, la parallela NS non 
sega l!asse necessariamente fra, B c C, pu6 segarlo fuori del seg- 
xnento ^dT, ed è quello precisamente che awîene nella figura, nella 
quale il punto di sezione 5 cade fra ^ e (7, e si è condotti alla li> 
mitazionc erronea 

(9r< OC<OS. 




Fig. 3x. 



Il caso in cui l'arco sia concavo ad entrain bi gli estremi, rien- 
tra in un caso d'esclusione considerato sin da principio, quando sr 
giustificô la scelta deU'estremo situato suUa parte convessa dell'arco 
per condurre la tangente. 

Quanto ai punti di tangenti parallèle ail' asse x s' intende su* 
bito corne non ve ne ne possano essere due o in numéro maggiore 
di due; giacchè allora l'intervallo racchiuderebbe uno o più punti 
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di inilessione, caso in cui, corne si è visto ora, il metodo non è ap- 
plicabile» L'esistenza di un solo punto di tangente parallela ad x 
poi, quantunque non renda erroneo il processo, pure puô essere causa 
che r approssimazione non procéda in buone condizioni, che un li- 
mite cioè sia vicinissimo alla radice e T altro ne rimanga assai disco- 
sto, che manchi insomma il conveniente equilibrio fra i limiti, come 
è rappresentato nella fig, 32, con che si viene a togliere al me- 
todo la rapidità necessaria. 




Fig. 3a. 

Cosîcchè, concludendo, è indispensabile od utile che neU'intervallo 

non esistano punti di inflessione o tangenti parallèle all'asse x, os- 

sia che la radice di 

f{x) = o 

■si trovi isolata, limitando l' isolamento aile tre equazioni: 

o=f{x)=f{x)=f'{x). 

Gli esempi che seguono indicano nettamente la via che si deve se- 
guire nei cas! pratici. 

I. Anzitutto è qui il luogo di trovare direttamente le limita- 
zioni che nel secondo capitolo di questo libro si verificarono come 
convenienti all'unica radice reale di 

f{x) = x^ — 2x — S=0, 

e di aggiungeme délie nuove. 

Da quanto venne discusso nel capitolo précédente detta radice p è 

compresa fra glî intieri successivi 2 e 3, ed in questo intervallo noa 

iigurano tangenti parallèle all'asse x^ o punti di inflessione délia 

linea 
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Ferciô le condizioni d'applicabilità del metodo di approssimazione 
sono soddisfatte già nella limitazione 

2<p<3. 

Ad ogni modo giova, e ciô si praticherà costantemente, cominciare da 

un intervallo più ristretto, e siccome a mezzo dei tentativi di sosti- 

tuzione si puô arrivare rapidamente sino alla cifra dei centesimi nei 

limiti che comprendono la radice, cosl si partira costantemente dalla 

limitazione corrispondente; e ncU'esempio précédente perciè dalla 

limitazione 

2,09<p<2,io; 

giacchè è 

/ (2,09) =—0,050671; 

/{2,io) = 0,061000. 
Il polinomio 

è posltivo per x positivo, perciô sono dello stesso segno/(2,io) 

ed /" (2,10); la tangente deve cgndursi pel punto di ascissa mag- 

giore; ossia 2,10 è il primo limite. 

Si ha pertanto 

jjj. = 2,10; X = 2,09; 

/((jt) = -{- 0,061000; /(>) = — 0,050671 ; 

/'({/.) = 11,23; 
e in conseguenza: 

0,061000 

,23 ' 

Limite di Fourier, ^, = X — /(X) : /' (jt) = 2, lo + ^jB^^l ., 

1 1»23 

ed efiettuando le division! senza correggere V ultima cifra conservata. 

(Xi = 2,10 — 0,005431 = 2,094569 
\ = 2,09 + 0,00451 = 2,09451; 

donde la limitazione 

2,09451 <p<2,094S7, 

nella quale si è aumentata, corne si farà costantemente; di una unità 
r ultima cifra considerata nel limite a destra, per essere certi che il 
medesimo risulta in realtà maggiore délia radice cercata. 



Limite di Newton, }Ii = \l — f{^) :/' (jji.) = 2,10 — zizz^ 

1 1,^ 



^3» 
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È évidente intanto che alla radice convengono le cifre 2, 0945 , 
-cioè quelle cotnuni ai due limiti ultimi trovati. Volendosi procédera 
ad una approssimazione ulteriore, giova, anzichè partire dai numeri 
\ e (Xi quali vengono dati nella limitazione, correggerli per modo, 
che rimanendo loro comuni le cifre 2,0945, difTeriscano di una sola 
unità nella cifra successiva. Al che si arriva facilmente nel modo 
che segue e che si adotterà in ogni caso. Si calcolano i risultati 
y, /', /", /"' per X uguale a 2,0945 (cifre comuni ai due limiti) : 
si ottiene: 

/ (2,0045) = — 0,000 574 591 375 

/' (2,0945) = 11,16079075 

/" (2,0945) = 12,5670 

/'" (2,0945) = 6. 

Questi risultati si pongono a base dell* algoritmo \C\ (Capitolo quar- 
to), e si trova 



- 0.000 574 591 375 


11,16079075 


12,5670 




6 


0,000446431 6300 


0,000 502 68 


0,000 24 






0,000000010053 6 


0,000 000 004 8 








0,000 000 000 000 064 






(^= 


0,000 04) 


— 0,000 128 149 691 336 


11,1612934348 


12,567 24 




6 


0,000 III 612 934 34S 


0,000 125 6724 


0,00006 






0,000 000 000 628 362 


0,000 000 000 3 


w 






0,000 000 000 000 001 






(A'= 


: 0,000 01) 


— 0,000 016 536 128 625 


ii,ï6i 419 107 5 


«,567 30 




6 


0,000 III 614 191 075 


0,000 125 673 


0,00006 






0,000 000 000 628 365 


0,000 000 000 3 








0,000 000 000 000 001 






{H= 


0,00001) 


0,000 095 078 690 816 


11,161 544 7808 


12.567 36 




6 



donde 



/(2,09455) = — 0,000 016 536 128 625; 
/ (2,09456) = -j- 0,000095 078 690 816; 
/'(2,09456) = + 11,161 5447808; 
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« perci6 i valori da scegliersi per p.i e > sono 

\x = 2,0945 5 e [X, = 2,09456, 
« si ha 

1^, = K-i — /(;^0 • f' (y-i) = 

^ OO0OOQ5 . . . 

= 2,094 56 — 

11,161 544. . . 

= 2,09456 — 0,000008 5 18 416 

= 2,094551481 584. 

0.000016.. 



X, = X, — /(>,) :/' (jx,) = 2,09455 + 



11,161 544. . . 
= 2,09455 +0,000001 481 52 
= 2,09455.1481 52; 

e quindi là nuova limitazione 

2,094551481 52<p<2,094 55i48i 59, • 

donde colla décima cifra décimale non corretta 

p = 2,094 551 481 5. * 
II. L'equazione 

f[x) = ix' — ^x-\-S=o 

è soddisfatta da un numéro negativo, giacchè la trasformata 

/(— ;r) = O = i^(;r) = 8 ;r» — 4 AT — 5 = O, 

presentando un solo cambiamento di segno, ammette una ed una 
sola radice positiva. Il più piccolo limite superiore in numeri intieri 
per questa radice è 2, e le série per x = 2 ed ;ir = i sono rispetti- 

vamente 

I II 

X — F'^' — /^" —F' F 

1 +8 + 24 • -}- 20 — I 

ê 

2 +8 +48 +92 +51 
dalle quali si deduce che Tarco délia linea 



* Si vegga Fourier, Analyse des Équations déterminées^ première partie^ pag. 209 
a 217. 
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neir intervallo non présenta tangent! parallèle zA x o punti di in- 
flessione; ossia che le equazîoni 

F' {x) = O, F" [x) = o 

non sono soddisfatte da nessun valore di x compreso fra i e 2; 
cosicchè le condizioni di applicabilità del processo di approssima- 
zione sono soddisfatte già nella limitazione 

I<p<2. 

Da questa, per mezzo dei tentativi di sostituzione, si passa rapida- 
mente all'altra 

I,04<p<I,OS; 
giacchè è 

7^(1,04) == — 0,161 088; ^(i,os) = + 0,061 000. 

Siccome 

F" M = 48 ;i; . 

è positîvo per x positivo, cosî hanno lo stesso segno F{ifiS)r 

i^"(i,05); Tascissa del punto dal quale deve essece condotta la 

tangente è 1,05, ossia è primo limite il maggiore. 

Si ha: 

(A =1,05; )^=i,04: 

F(il)= 0,061000; FÇk)^ — 0,161088; 

F^ {a) = 22 a6: 
donde 

(Xj = jA — F ([/.) : F' (a) = l ,05 — 0,061000 : 22,46 ; 
Xi = X — FiX) : F' (;jl) == 1,04 + 0,i6io88 : 22,46; 

[Il = 1 ,05 — 0,0027 1 = 1,04729 ; 

Xi = 1,04 + 0,0071 = 1,0471; 

e in conseguènza la nuova limitazione 

1,0471 <p< 1,0473. 

Analogamente a quanto fu fattç precedentemente, si calcolino i ri- 
sultati F^ F' . . , per x = 1,047 (cifre comuni ai due limiti ultimi ot- 
tenuti): si trova 

/ï' (1,047) = — 0,006 153 416 

-P' (1,047) = 22,309 016 

i^"(i,047) = 50,256 

/T''' (1,047) =48. 
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Da questo numeri si passa rapidamente mediante ralgoritmo [C) 
(ed è questo precisamente l'.esenipio che ha servito ad illustrazione 
deiralgoritmo medesîmo) agli altri: 

/ï' (1,0472) = — 0,001 690607 616 
^(1,0473) = 0,000 541 550 536 
F'[i ,0473) = 22,324 094 96. 

Si parte ora pertanto da 

|x, = 1,0473 e \ = 1,0472 

e si trova 

0,000 541 . . . 

(x.= 1,0473- ^^^ ^^ ^ 

= 1,0473 — 0,000024258 
= 1,047275742. 

. 0,001 690. . . 

>.= 1.0472+ ,,^33^,.. 

— 1,0472 + 0,000 075 730 I 
= 1,0472757301. 

e quindi la nuova limitazione 

1,047 275 73 < P < i»047 275 75 ; 

talchè, arrestandosi a questo punto, è 

p= 1,047 275 7 

colla settima cîfra décimale non corretta. 
Pertanto l'equazione proposta 

8;r» — 4^ + S=o 

ha la radice negatîva 

— 1,0472757. 

m. L'equazione 

f {x)=x^ '\- 2 x^-\-x^ — 9,1216. X — 4,5618 = o 

ha, corne si è veduto altra volta (Capitolo quarto), una sola radice 

POUCIMI. * 
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positiva compresa fra 1,43 ed 1,44; numeri pei quali/(ir) diventa 

/(i,43) = — 0,3413980857 
/(i,44) = +o,077 5^O342 4. ' 

• 

Affine di convincersi se le condizioni per T applicabilità del metodo 
sono soddisfatte, si puô studiare quanto ha luogo nelP intervallo 
maggiore (i . . . 2). Se si arriva a provare che in esso non trovasi 
alcuna radice di /" [x) = o, ne alcuna di /' (^r) = o, è certo che ciô 
ha luogo anche per Tintervallo (1,43 .. . 1,44). Si ottengono i risul- 
t«ti seguenti: 

■ ' i^' i"" i""' f/' i" ' 

1 + + + + +M764 —9,6854 

2 + + + + +146,8764 +49,1910; 

talchè le condizioni di applicabilità del metodo di approssitnazione, 
soddisfatte nell' intervallo (i . . . 2), lo sono ezîandio ncU'intervallo 
minore (1,43 .. . 1,44). 
Di più, siccome 

/'' (ii:^ == 20 ;r» + 24 ^* + 6 ;i: 

per X positivo è positivo, cosi sono dello stesso segno 

/(i,44) ed /"(i,4t); 

ossîa il primo limite è 1,44, ed è necessario calcolare /' (1,44) che 
si trova uguale a ' 

42,48415680. 
Si ha adunque 

[^=1,44 , . ^=1,43 

/ W = + 0,077 570 342 4 /W = — 0,341 398 085 7 

/'w= +42,484 156 80 

e conseguentetnente : 

[*, = 1.44— o,o;7 57° • • • : 42,484 i5 • • • 
= 144 — 0,001 825 = 1,438 175 : 

>: = 143 + 0,341 398 ...: 42,484 15 .. . 

-= Ï.43 + 0,008 035 = 1,438 035. 
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Donde la nuova limitazione 

1,4380 <p<i,4382. 
Si calcolano (algoritmo [C]) i risultati: 

f-/ (1,438) = — 0,007 161 984940832 
/' (1,438) = 42,248 303 417 680 
/^' (1,438) =117,72744944 
/'"(i,438)= 199,09464 
/•- (1,438) =220,560 

7^(1,438) = 120; 

•e da questi -si passa itnmediatamente (algoritmo \C\ agli altri : 

/ (1,4381) = — 0,002 936 565 928 633 440 99 
7(1,4382) = + 0,001 290030 557 167 024 32 
/' (1,4382) = +42,271 852 889754888 ; 

cosicchè pei due nuovi limiti si debbono prçndere î numerî 

(/.j = 1,4382 e >! = i,438i> 

s 

•e continuare T approssimazione cominciando da p . 
Si ha: 

0,001 290030. . . 
{.^ = 1,43^2 -42,271852889... 

= 1,4382 — 0,000030517 = 1,438169483. 
>. = 1,438, +-2l22i936S6l^ 

'^-^ ' 42,271852... 
= 1,4381+0,000069478 = 1,438169478; 
conseguentemente 

1,438 16947 < p < 1,438 169 49, 

e quindi 

p = 1,438 1694 

colla settima cifra non corretta. 
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IV. L'eqiiazîone 

/ (.r) = 3 or' — 2 ;ir* + S r — I = O 

■ 

ha, corne si pu6 provare discutendola, una sola radice reale corn- 
presa fra 0,2 1 e 0,22; intervallo nel quale non s'annulla ne f (x)y 
ïiè /" [x). 
Si puô adunque scrivere per prima limitazione: 

0,21<p<0,22. 

Siccome poi 

/" (0,21) = — 0,22 

è dello stesso segno di 

/(o,2i) = — 0,010417, 

cosl è primo limite il minore, e si ha: 

^ X»=0,2I; (Ji = 0,22; 

/(/) = — 0,010417; /(;;.) = + 0,035 144; 

/'(>) = 4,556 9; 

e quindi 

\ = 0,21 +0,010417 : 4,5569 Œ 0,212 28; 
- p., =0,22 — 0,035 144 14,5569 ==0,212 288; 

donde'la nuova limitazione 

0,212 28 <!•?<; 0,212 29. 
Si trova (algoritmo [C]): 

/ (0,2 122) = — 0,000 392 320 456 
/' (0,212 2) =4,556459 56 
/" (0,212 2) = — 0,1804 

\ y'" (0,212 2) = 18; 

donde (algoritmo [C\Y 

f (0,212 28) = — 0,000 027 804 266 944 

/' (0,212 28) = 4,556445 185 6 

/ (0,212 29) = 0,000 017 760 175 967; 
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« conseguentemente : 

01 0,000027 . . . 

\ = 0,2 12 28 H — - — 

4,556445... 

?= 0,212 28 + 0,000006 102 184 

= 0,212 28Ô 102 184; 

• 

0.000 01 7 . . . 

fjij = 0,212 29 

^ .^ 4,556445... 

= 0,2 1 2 29 — 0,000 003 897 814 
= 0,212 286 102 186; 

e quindi la nuova limitazione 

0,212 286 102 184 <Cp< 0,212 286 102 187 

p = 0,212 286 102 18 

colla undecima cifra non corretta. 

Se lo studioso ha notato il nietodo seguito nelle quattro ap- 
plicazioni précèdent!, si è certamente accorto che, sbarazzando. man 
mano il processo di approssimazione dai criterî geomettici fonda- 
mentali, si sono sostituiti a questi i corrispettivi aritmetici; e cosl la 
condizione che nell' intervallo non si trovino tangent! parallelcad x 
e punt! di inflessione ha fatto luogo alla corrispondente, che fra i 
due limiti non s' annuUino/' {x) ed f" [x) ; alla scelta del primo limite 
fatta in base al criterio délia convessità dell'arco si è sostituita la 
scelta in base alla condizione, che/'^ ed / abbiano lo stesso segno; 
talchè raccogliendo tutto questo, e riunendolo aile varie osservazioni 
sparse qua e là, lo studioso si è certo già formato Tabitudine del 
processo aritmetico di approssimazione, che si riassume qui sotto.. 

a) Non si puô cominciare ad applicare il metodo di appros- 
simazione dalla limitazione 

\ <C radice <^ jx, 

se questa non soddisfa aile condizioni seguenti: 

i.^ fra i numeri X e [Jt. deve trovarsi una sola radice di ^ 

« non deve trovarsene alcuna di 

f'{x) = o edV"W = 0; 



246 Capitolo undecimo. 



2.^ rintervallo (X...{/.) deve essere abbastanza ristretto e^ 
corne criterio pratico al riguardo, si puô ritenere che {jl — X nbn 
abbia ad eccedere ^loo. 

b) Fer la scelta del primo limite vale il criterio, che è primo- 
limite fra i due quello, per cui / ed /'' hanno segni uguali. In ta- 
luni casi è utile e possibile abbreviare le operazioni necessarie in 
questa ricerca, effettuandola sui limiti di forma più semplice, possi- 
bilmente intiera, di un intervallo più largo di (X . . . [;.), ma che perô^ 
come questo, soddisfi aile condizioni di applicabilità del processo 
di approssimazione. 

Se la scelta cade sul limite minore, vuol dire che non solo- 
nella prima approssimazione, ma eziandio in ciascheduna délie suc- 
cessive deve ritenersi primo limite il minore dei due rispettivi; al- 
trettanto dicasi, se la scelta cade sul limite maggiore. 

A taie scelta tien dietro immediatamente il calcolo di/' pet 
quel limite che essa ha fîssato. 

ï) Si computano le espressioni 

se il limite scelto è >.; le altre 

se il limite . scelto è fx; e i calcoli aritmetici si protraggono sina 
ad una cifra oltre quelle, che saranno comuni ai numeri \ e (Xi. 
In base a questi risultati si scrive la nuova limitazione 

>i <; fadice <; y.i . 

d) Per procedere ad una seconda approssimazione non si con* 
servano generalmente per > e (a^ i valori numerici quali si ottennero ; 
ma invece si' correggono nell' ultîma cifra non comune, per moda 
che differiscano d^una sola unîtà di quest'ordine; ecc. 

€) Pervenuti ad una limitazione qualsiasi . 

>n<^radice<^[;n 

» 

e volendosi arrestare, si scrive radîce = nuniero rîsultante dalle cifre 
comuni a >« e j/n : in questo valore T ultima cifra décimale è quale 
viene fomita dal calcolo senza aver subito correzione. 
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Riprendendo Targomento della separazione delle radici discu- 
tas! ora Tequazione 

/ (jr) = AT* + 0,67 .;r' — 0,59. ;r + 0,11 =0 

che non ha radici négative, e puô averne due positive al più. 

Il numéro 0,40 sbddisfa alla regola newtoniana dei limiti ge- 
nerali; 0,3 non più; e per x uguale a o; 0,3; 0,4 si trovano le 
série indicate rispettivamente nelle colonne O; 0,3; 0,4 del quadro. 



X 





0,30 


0,33 


0,35 


0,40 




+• 


+ 1 






+ 1,00 







+ >.» 






+ 1,60 


T^'- 


+0,67 


+ I.2IO 






+ 1,630 


T/' 


—0.59 


— 0,080 

1 


0,004052 


+ 0,050 500 


+ 0,202 


/ 


+ 0,11 


+ 0,0014 

• 


+ 0,000 122 21 


+ 0,000 5S1 25 


+ 0,0068 



> t 
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Non esistendo neU' intervallo 

(o . . . 0,3) 

alcuna radice reale di 

/W=o, 

resta a studiare T intervallo 

■ 

(0,30. ..0,40). 
Applicando il metodo délie due tangenti, si trova: 

( y — 0,0014 = — 0,080 [x — 0,30) ; 
Equazioni délie tangenti ] 

( y — 0,0068 = 0,202 [x — 0,40) ; 

donde l'ordinata del punto di sezione (Capitolo sesto) 

F= — 0,0027 . . . 

Pertanto T intervallo 

(0,30 . . . 0,40) 

è troppo largo. — Si calcolino e si riportino nel quadro i due primi 
tertnini délia solita série per 

^ = 0,35. 

. Le due radici non sono possibilj che nelP intervallo fra 0,30 eo,35; 
ed anche qui si deve far uso del noto metodo. 
Le equazioni délie tangenti sono: 

y — 0,0014 = — 0,080 (x — 0,30) ; 
;^ — 0,00058 125 =0,050 5 (;r — 0,35); 

donde l'ordinata del punto di sezione 

F= — 0,00064. . . 

Talchè r intervallo 

(0,30 . . . 0,35) 

è tuttora troppo largo. — Si cerchino i due primi termini délia série 
per 

X = 0,33 , 

e si applichi il metodo délie due tangenti ail' intervallo, 

(0,33... 0,35), 
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giacchè nelFaltro 

(0,30 . . . 0,33) 

non è possibile alcuna radice. 
LrC equaxioni délie tangent! sono : 

y — 0,000 122 21 = — 0,004 052 {x — 0,33) ; 
y _ 0,060 581 25 = + 0,050500 {x — 0,35) ; 
-donde per ordinata del punto di sezione 

F= +0,000081 .... 

Cosicchè Tarco noii sega Tasse e Tequazione non ha radici reali. 
Perô è da notarsi, che in questo esempio il punto di tangente paral- 
lelo air asse x è evîdentemente assai vicino alTasse; circostanza che 
ha reso la discussione lunga e faticosa. 

Abbiasi finalmente l'equazione 

o =f{x) = ;r* — 4 ^' + 8 ;i: + 4. 

I numeri 3; 2 j i; O; posti invece di x in f[x) e in tutti i polinomi 
derivati, somministrano i valori riportati nella tabella allç colonne 
rispettive : 



X 




+ 1 


I 
+ 1 


2 
+ « 


4,50 


2,70 


2.75 


3 


IT^- 


- 






+ » 

< 




— 4 





+ 4 








.+» 







— 6 





• 






+18 


TL' 


+ 8 





— 8 


• 

—4.50 


—0,748 


+0.4375 


+ 8 


' 


+ 4 


+9 


+4 


+ 0,5625 


+ 0,0121 


0,003 906 25 


• 



Dalla considerazione dei valori medesimi risulta, che le due radici 
positive possibili, inj causa délie due variazioni di /(jr), debbono 
ricercarsi nelTintervallo 

(2 . . . 3). 
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Fer convincersi se Tarco délia /(.r) seghi Tasse o no, si applichv 

il solito metodo. 

Le equazioni délie due tangenti pei punti estremi sono: 

;' — 4 = — 8(^ — 2); 
>— i = 8(;r — 3); 
donde per Tordinata, Y^ del punto di sezione: 

r=— 1,50. 

L' intervallo (2 ... 3) è troppo largo per decidere la questione. — 
Perciô si calcolino i due primi termini délia consueta série per 
;^ = 2,5 e si applichi il metodo délie due tangenti aU'arco della 
/(;r) neir intervallo 

(2,5 ... 3), 
giacchè l' intervallo 

(2 . . . 2,5) 

non contiene alcuna radice reale di 

Si trova: 

;^ — 0,5625= — 4,5 (;r — 2,5); 

jV— i=8(;r — 3); 

donde per Tordinata, F, del punto di sezione 

F= — 0,72 ... ; 
r intervallo 

(2,5 ... 3) 

è adunque anch'essp troppo largo. Si calcolino in conseguei^za i due 
primi termini della série per ;r =^ 2,75; e si applichi il metodo délie 
due tangenti alT intervallo 

(2,50 . . . 2,75), 

giacchè nell'altro 

(2,75... 3) ' 

mancano le radici supposte. Si trova: ^ 

y — 0,5625 = — 4,50 {x — 2,50) ; 
^ — 0,0039 .,.. = 0,4375 (j: — 2,75) ; 
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donde per ordinata, F, del punto di sezionè 

F= — 0,046 . . .-; 

e rintervallo 

(2,50... 2,75) 

è ancora troppo largo. 

Si calcolino i primi due termini délia série per x = 2,70, e sî ap- 

plichi il solito metodo air intervalle 

(2,70 ... 2,75), 
giacchè neiraltro 

(2, 50... 2,70) 

non sono possibili le radici cercate. Si trova 

y — 0,0121 = — 0,748 {x — 2,70) ; 

y — 0,0039 . . . = 0,4375 (^ — 2,75) ; 

donde 

* K=-^ 0,0068 . . .; 

cosicchè anche Tintervallo 

^2,70 . . . 2,75) 
è troppo largo. 

Questa circostanza délia non riuscita del metodo e del simul- 
tanée decrescere di Y ad ogni operazione, gîacchè si è trovate suc- 
cessariamente 

F=— 1,50; —0,72; —0,046; —0,0068; 

puô far nascere il dubbie che il minime in discussione, invece di 
essere vicinissimo ail' asse ;r, come aweniva nell' esempio précédente^ 
cada eifettivamente su queste asse; in altre parole, che Tasse sia 
tangente aU'arce délia line^ f{x) nell' intervalle; essia che le due 
radici supposte siane entrambe geemetricamente rappresentate dalla 
ascissa del punto di tangenza, ascissa sulla quale si trevano se- 
vrappeste quelle due relative ai punti di sezione colla curva délia 
sécante, la cui posizione limite è rappresentata dalla tangente sud- 
detta (Capitolo ottave). È évidente intanto che eve ciô awenisse, 
per quante si restrîngesse l' intervalle e si applicasse il metodo délie 
due tangenti, non si arriverebbe giammai a decidere la questione; 
ma è évidente eziandie che reciprocamente la non riuscita di queste 
metodo puô provenire o dall' essere effettivamente Tasser tangente 
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aU'arco délia f[x)^ od al non aver spinta sufficientemente innanzi 
Tapprossimazione. Occorrono qui adunque délie considerazioni par- 
ticolan, che risolvano la difficoltà. — Se Tarco délia /(^r) tocca Fasse, 
Tascissa p del punto di tangenza, oltre alFannullare f[x)\ annuUa 
anche f' {x\ giacchè questo non è altro, se non che un caso parti- 
colare di tangente alla curva f[pc) parallela alPasse x\ ossia se si 
costruiscono gli archi délie linee/(;r) éd /'(^) neirintervallo, esiste 
nel medesimo un punto comune air asse x^ ail* arco délia /' (.r) e a 
quello délia / {x\ Ora perché / [x] ed /' {x) si seghino nelP înter- 
vallo è necessariOy che la condizione di coesistenza delle due equa- 
zioni 

ossia la 

che si chiamerà equazione ausiliaria, abbia una radice reale com- 
presa fra i limiti deir intervallo medesimo. — Si cerchi quindi se 
questa radice reale p' dell' equazione ausiliaria 

'F (;r) = o 

csista difatti; si limiti, se esiste, fra due numeri vicinissimi r^ ed R'; 
se r^ ed m, posti invcce di x in /' {x), condurrànno a due risultati 

• 

di segno contrario, p' sarà radice di /' {x)=^o e radice ripetuta due 
volte dif{x)^=^o\ cib almend entra la cerchia delV approssimazione^ 
/lUa quale si sarà spinto il calcolo, 

Nel caso attuale si formi perciô l' equazione ausiliaria: 

0=/(ir)— /'(^) = V(r) 

O = ;r* — 8 ;r' + 12 ^» + 8 ;r — 4; 

si trova 

^ (2,70) =/(2,70) — /' (2,70) = 0,760 I 

^ (2^75) =/(2,75) —f (2,75) =^ — 0,433^593 75 • 

Neirintervallo (2,70 ... 2,75) è compresa una ed una sola radice 

délia proposta. Da questo intervallo si passa ail' altro (2,73 . . . 2,74), 

giacchè 

^(2,73) = + 0,049 182 41 

'«'(2,74) = — 0,19133424, 
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Per spingere innanzi V approssimazione si vedrà che il metodo espo- 
sto nel capitolo précédente è applicabile aU'esempio attuale, che si 
deve scegliere per primo limite il maggiore e che si ha: 

W' (2,74) = — 24,139104. 

Puô scriversi quindî: 

|A — 2,74; X = 2,73; 

"^ (f*) = — O.191 334 24; '«^ W = + 0,049 182.41 ; 

T' 04 = — 24,139 104; 

donde 

^i = 2,74 — -— = 2,73208... 

24i 1 39 • • • 

. , 0,049 ... 

\ = 2,73 + -r-— = 2,732 03 . . . 

24, 139 • • • 

Fartendo ora da|r intervallo 

(2,7320... 2,7321), 
per cui si trova: 

t 

{Al = 2,7321; >, =2,7320; 

V (a,) = — 0,001 180 639 604 431 9; W {>.,) = 0,001 219 358 976; 

^f' ([/.,) = — 24,000 864 25 1 356 ; 

si ottienê: 

0,00118... -, 

^. = 2,7321 -^^^33^— - 2,732 050809; 

0,001 21 „ . 

\ = 2,7320 + ' = 2,732 050 804 : 

24}000 

cosicchè, arrestandosi a questo punto, puô dîrsi che gli archi délia 
/{x) e délia /' {x) nell' intervalle si segano in un punto dell'asse x 
la cui ascissa p è definita dalla limitazione 

2,732 050 80 < p < 2,732 050 81. 

Sostituendo questi due limiti in /' {x) si trova: 

/' (2,732 050 80) = — 0,000 000 181 163 . . .; 
/' (2,732 050 81) = + 0,000 600 058 346 ... ; 

talchè nei limiti délie approssimazioni ottenute 

p== 2,732 050 8; 
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è radice di ' 
e lo è due volte di 

Quanto ha luogo neiresempio précédente è un caso partico- 
lare di ciè che insegna il seguente teorema: 

— Se r equazione ottenuta uguagliando a zéro une quahiasi 
dei polinomi* 

J>er esempio f^^lx), amntette n radiez uguali tutte fra loro e cia- 
scheduna a ^, le equaeiont: 



ottenute ugualtnente a zéro % pSlinomi successivi ad f^^^ [x) ammet- 
tono rispettivamente : 

n — I radici tutte uguali fra loro e ciascheduna a p ; 

n — 2 radici tutte uguali fra loro e ciascheduna a p ; 

« — 3 radici tutte uguali fra loro e ciascheduna a p; 
ecc. 

Infatti i polinomi 

possono indicarsi rispettivamente con 

<f{x), (p'(;r), ?"(4r),... .' 

Ora, siccome l' equazione 

ammette per ipotesi n radici, di cui ciascheduna uguale a p, cos) 
(p (:r), divîso per {x — p)" conduce ad un quoziente intiero ^(:r), e 
si ha: 

X 

Se in .questa identità ad x si sostituisce z-}- Hj dove z td H sono 
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•due variabiliy si ottiene: ' 

= [(ij-p)-+y«(*-pr-> + ...][:(-^)+Y"l''W +•••]; 

■ 

•dove, è da notarsi, che tutti i termini seguenti, tanto nel primo 
^uanto nel secondo membro, cqntengono potenze di H superiori 
alla prima. 

Siccome questa identità sussiste qualunque sia H, cosi è ne- 
cessario per quanto si dimostrô altra volta che sieno rispettivamente 
identici i coefficienti della stessa potenza di H in un membro ^e 

neU'altro ; e quindi, considerando solamente i coefficienti di — , che sia 

^' W = « (xr - p)-- <{. (5) + (ir - p)" <^' W . 

Talchè la prima derivata di 9 {z) è 

?' {z) = «(;r- f)— J/ {z) -\-{z- p)- f (5) ; 
9' (z) - (^ - p)- > [« ^ (z) + (^ - p) f {z)] ; 

e siccome z è una variabile e puô sostituirsi colla consueta lettera x, 

<p' {x) = {x-fY-^n^ix) + {X- p) ^ (x)]: 

<p' {x) ammette cioè n — i fattori uguali fra loro ed a x — p ; e npn 
ne puô ammettere di più, giacchè ^ {x) non è divisibile per x — p : 
perciô Tequazione 

ha n — I radici uguali tutte fra loro e ciascheduna a p. — È inu- 
tile proseguire, giacchè 9" (x) deducesi da 9' {x) precîsamente nello 
stesso modo in cui (p' {x) deducesi da <f (x), e quindi 

9"(r) = o 

ammette necessariamente n — 2 radici uguali Itutte fra loro e cia- 
scheduna a p, ecc; il che è quanto dovevasi dimostrare. 
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Si osservi qui che il risultato 

9' [x) = (;r - p)-' [« i^ [x) + (.:-?) ^' ',x)\, 
ottenuto ora da 

^{x)={x-^r^{x), 

non avrebbe mutato, quando si fosse considerato il polinomio 

• (p(;.) = (;r-p)-.4'W + C 

dove C rappresenta un numéro indipendente da .r; un polinomio per- 
ciô che non ammette corne fattore {x — p)** e nemmeno una potenza 
meno elevata qualsiasi di x — p. Dunque, se uno qualsiasi dei po- 
linomi 

ammette n — i fattori uguali a x — p, // précédente non ne am- 
mette assolutamente n; pub ammetteme n e pub non ammetteme al- 
cuno. 

Ora se, in un caso numerico particolare, studiando col metodo 
deir ultimo esempio trattato due polinomi successivi, corne per esem- 
pio f^^{pc) e/^*+*^(;r), si troverà che dejle due eqi|azioni risultanti 

la prima, ammette due volte e la seconda una volta la radice p per 
cui vale la limitazione 

rimarrà dubbio se le equazioni 

f<^-^ {x) = o, 



ottenute uguagliando a zéro i polinomi precedenti, ammettano o na 
rispettivamente 3, 4, . . . radici uguali a p. Per risolvere la difficoltà 
sarà criterio sufficiente, entro la cerchia délie approssima'zioni of- < 
ferte dalla limitazione 

che per ;r = r ed i? i due risultati /^«""'^ abbiano segno opposto; i 
due Z^*"*^ segno uguale; i due /^«-*> segno opposto, ecc; giacchè 
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pel teorem^ générale dimostrato dianzi, se une di questi polinomi ha 
un numéro pari di radici uguali lutte fra loro e ciascheduna a p, 
il successive od il précédente ne ha un numéro dispari. 
Puô darsi finalmente, che nella série di^relazioni 

esistano più gruppi staccati, ciascheduno formate con alcune equa- 
zioni successive, aile quali tutte convenga luia o più volte la stessa 
radice p. In forza di quanto précède taie caso potrà ricondursi aU 
Taltro più semplice di due o più equazioni staccate 

/c^>(;r) = o, /^*(ar) = o... 

ciascheduna délie quali ammette una sol volta la radice p. Allora 
risolamento non riesce e sarà abbastanza assicurata Tesistenza di 
questa radice comune aile equazioni staccate, quando pei limiti suf- 
ficientemente ristretti, r,. R di un certô intervalle i due risultati f^\ 
i due risultati /^^, ecc, siane rispettivamente di segne contrarie. 

E chiaro il concetto geometrico che deve formarsi le studieso, 
quando nella série 

3i presentino tre polinomi successivi 

dei quali l'ultime sia annullato da un numéro p; il penultime da 
due numeri uguali fra loro e ciascheduno a p ed il primo dia risul- 
tati di segne contrario pei limiti fra i quali taie numéro p è compreso. 
— Intanto /^'t^ (;r) sega Tasse (fig. 33) in un punte la cuiascissa è 
uguale^a quella del punte, in cui la linea précédente /^+*>(;r) tocca 
Tasse; di più a questa ascissa medesima corrisponde nelTaltra linea 
/^'^ un punte di inflessione, pel quale la tangente, /, è parallela ai- 
Tasse X giacchè/^*"*"^ ed /<*+*> per quelTascissa risultano uguali a zéro. 
Ora affinchè pei limiti, fra i quali è cempresa T ascissa comune, /^'^ 
abbia segne contrario, come si suppone, non è necessario che la 
tangente / si confenda colTasse ;r, ma è sufficiente che essa sia 
parallela a questo; eiè perô fine a quando la limitaziene assunta 
per p sia abbastanza lata, giacchè quando quçsta venga suf&ciente- 
mente ristretta, 

r<p<ie 

POKCINI. ' ^ 17 
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e si trovino purtuttavia î riaultati/^'^(r) ed /^'^(/?) disegno contra» 
rio, per certo, nel limite délie approssimazioni ammesseï dovrà dirsi 
che S = o, che / coincide con x e che nel punto di ascissa p e di 
ordinatazero si confondono, ir punto in cui /^*+**(;ir) sega Tasse; — 
quello in cui/''+^^(^) tocca Tasse; — Tinflessione di /^^^ (;r). 




Fî«. 33. 



Analogamente si vede che nel caso di quattro polinomi suc< 



cessivi 



/(.-.)(-,), /r^-»>(;r), /<--^>(^), /^'>W, 



Tnltimo dei quali ammette una volta, il penultimo due voltç la ra« 
dice Pi per la quale vale la limitazione 

il secondo dà i risultati: 

di segno opposto; il primo i risultati 



CapiUilo dedmosecondo. 
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dello stesso segno; — entro la cerchia délie approssimazioni indi^ 
cate da 



r<9<R\ 



punto di sezione di f^^^[x)\ 
— i.^ j; inflessione e tan- 



nel punto di ascissa p coincidono un punto di sezione c 
un punto di tangenza di/^"''^(jr); un punto di inflessioi 
genza di f^''^^[x)\ due punti di inflessione e di tangenza di 
Ecc. 

Per esempio, la linea 

dove ^ è un numéro qualsiasi ed s un numéro intiero e positivo, si 
compone di due rami tangenti Tun Taltro ed entrambi all'asse x 
nel punto di ascissa — k^ in cui si trovano confusi tutti i punti di tan- 
gente parallela ad ;r e tutte le inflessioni : tali rami si allontanano in- 
definitamente, V uno nel senso délie y positive, V altro in quelle 
délie négative, ecc. 

Del pari la curva 



y:^[x + k) 



3« 



si compone di una ondulazione sola che toccâ l' asse x nd punto di 
ascissa — k^ ecc. 

Concludendo, i problemi délia separazione, dell' isolamento e 
délie limitazioni successive délie radici sono stati risolti per tutti i 
casi: entro la cerchia di quell'approssimazione numericache si vuo- 
le , si sanno pertanto trovare tutti i numeri reali che soddisfano alla 
equazione 

f{x)=o. 

— Se awerrà per caso che la medesima abbia radici reali in- 
tiere, queste si manifesteranno nei calcoli; se ne avrà dele frazionarie, 
se ne troverà V espressione esatta o almeno tanto approssimata quanto 
si vorrà. — Anche il caso délie radici uguali, che è del resto affatto 
eccezionale, si manifestera da se nella non riuscita del metodo di 
separazione, e Tuso délia equazione ausiliaria proposta permetterà 
di discuterlo completamente. 



riNÇ. 



r. 






t 




